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Conceptos Basicos

Se definen los conceptos fundamentales de sintbolo, alfabeto, cadena y lenguage. Se desoriben las gperaciones y las
propiedades mads inmportantes de cada uno de ellos. Eistos conceptos son esenciales para los objetivos de la presente obra.

Simbolo

Un simbolo es una representacién de un concepto o idea que es perceptible por
medio de al menos uno de los sentidos, generalmente la vista. Un simbolo puede ser
un signo, un digito, una letra e incluso un grupo de letras que se utiliza para transmitir
el conocimiento en algun lenguaje y que tiene algun significado convencional. Se
suele decir, entonces, que simbolo es una representacion grafica de algo.

Ejemplos de simbolos: 0, 1, W, OK, €, b, vy, 3, #, n, STOP, etc.

Alfabeto

Un alfabeto es un conjunto ordenado, finito y no vacio de simbolos.

Ejemplos
e > ={0,1}es un alfabeto.
e El alfabeto griegoes: > ={«a, B,7, 95, ..., ®}

e El alfabeto para un programa de computo puede ser: 2. = { APPEND, END, FOR,
GET, IF, ..., XOR }

Propiedades de los Alfabetos

Los alfabetos permiten las operaciones que son comunes a cualquier otra clase de
conjuntos, siempre que el resultado de tal operacion no sea un conjunto vacio, es
decir: Si 21 y 22 son dos alfabetos, entonces, los resultados de las siguientes
operaciones: 21 U 22, €s un alfabeto; 21 N 2», es un alfabeto si 21 y 2> no son
disjuntos; 21 — 2, es un alfabeto si 21 & 2; 22 — 21, €s un alfabeto si 2» & 21; ¥
finalmente, 21 ® 2, es un alfabeto si 21 = 2.


http://es.wikipedia.org/w/index.php?title=Concepto&action=edit�
http://es.wikipedia.org/wiki/Idea�
http://es.wikipedia.org/wiki/Sentido�
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Dado que no existe un alfabeto universal, porque tendria que ser infinito, y esto
contradice la definicion, tampoco puede existir el complemento de un alfabeto.

Ejemplo

Sean los alfabetos >1 ={0,1,2,3,4}y2,={0, 2, a b}, entonces tenemos que
también son alfabetos los siguientes: 21 U22={0,1,2,3,4,a,b},21N22={0, 2},
21—=22={1,3,4}2-21={a,b}y21®22={1,3,4,a, b}

Cadena

Una Cadena es una secuencia finita de simbolos de un alfabeto dado, yuxtapuestos
uno a continuacion de otro en una secuencia determinada. La posicion que ocupa
cada simbolo dentro de la cadena lo diferencia de las demas ocurrencias del mismo, y
por eso cada simbolo puede aparecer numerosas veces dentro de una misma cadena.

Ejemplos

e Sea el alfabeto > ={ 0, 1}, entonces wy = 10, wp = 10011 y w3 = 100100101 son
cadenas formadas a partir de ese alfabeto.

e Sea el alfabeto > ={a, b, c, d, e}, x; =bebe, x, = daba, x3 = becada, x4 = cabe y
X5 = ¢ son cadenas formadas a partir de ese alfabeto.

Cadena Vacia
La cadena vacia se denota por ¢ y es la cadena que esta formada por una secuencia
vacia de simbolos de cualquier alfabeto.

Operaciones con Cadenas

Longitud de una Cadena

Si w es una cadena, decimos que la longitud de la misma es el numero de simbolos
que la forman y se denota por |w|. No importando cuantas veces aparezca el mismo
simbolo en la cadena, cada ocurrencia se cuenta por separado.

Ejemplos
e Sea w; = 10011, entonces |w+| = 5.
e Seaw;=1011010101, entonces |w;| = 10.

e La longitud de la cadena vacia es cero: |¢| = 0.

10
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Concatenacion

Concatenacién es la yuxtaposicion de dos cadenas, una a continuacién de la otra, de
tal forma que si w y x son dos cadenas, la concatenacion de w con x es la cadena que
se obtiene de afadir la cadena x a la cadena w.

La concatenacidn se denota con el operador de yuxtaposicion: w - X, pero usualmente
se omite el punto, quedando: wx. Ademas, la yuxtaposicion no es conmutativa y en
general se tiene que: Wx # Xw.

La longitud de la concatenacion es igual a la suma de las longitudes de las cadenas
individuales: [wx| = |w| + |X]| = |xw]|.

La concatenacién de ¢ con cualquier cadena w no modifica a w. Es decir, la cadena
vacia es el idéntico respecto a la concatenacion, ya que: ew = we = w. Por esto, a la
cadena vacia se le conoce también como el Elemento Neutro de la Concatenacién.

Ejemplos
e Seanw =001y x =1, entonces w - x = 0011, mientras que x - w = 1001.
e Seanw = ab y x = bab, entonces xw = babab, wx = abbab.

e Seaw = abba, entonces ew = abba y we = abba.

Potencia de Cadenas
Sea w una cadena formada a partir de un alfabeto 2, entonces para cualquier n > 0,
se tiene que la enésima potencia de w se puede definir recursivamente como:

a paran=0

wh =
ww™ paran>0

Observe que en general se tiene que la concatenacion de potencias es diferente de la
potencia de la concatenacion, esto es: (wx)" = w"x".

Ejemplos

e Seaw = abc entonces W’ = ¢, w' = ww® = abce = abc, w? = ww' = abcabc,
w?® = ww? = abcabcabc, etc.

e Seaw =0entonces W’ =¢, w' =0, w? = 00, w® = 000, w* = 0000, etc.
e Seaw=¢ entoncesw’=w'=w?=wl= .. =¢
e Seaw=01yx =1, entonces (wx)? = (011)? = 011011, y w?? = (01)?(1)* = 010111.

11
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Prefijo

Sea w una cadena formada a partir de un alfabeto ., entonces, se cumple que existen
dos cadenas x y z, tales que w = xz, se dice que x es un prefijo de w. Ademas, si z # ¢
(es decir x # w), se dice que x es un prefijo propio de w; en el otro caso, cuando x = w,
se tiene que x es llamado prefijo impropio.

Una cadena de longitud n, tiene n prefijos propios distintos y uno impropio.

Ejemplos

® Xp =g, X1 =C, X2 =Co0, X3 = cof, x4 = cofr son prefijos propios de w = cofre.

e Xo=¢g X1 =2, X =a’ X3 =a°, x4 = a* son prefijos propios de w = a°.

Sufijo

Sea w una cadena formada a partir de un alfabeto ., entonces, se cumple que existen
dos cadenas x y z, tales que w = xz, se dice que z es un sufijo de w. Ademas, si X # ¢

(es decir z # w), se puede decir que z es un sufijo propio de w; y similarmente al caso
anterior, si z = w, entonces z es un sufijo impropio.

Una cadena de longitud n, tiene n sufijos propios distintos y uno impropio.

Ejemplos

e Zp=¢,21=0, 2 =10y z3 = ato son los sufijos propios de w = gato, mientras que el
sufijo impropio es z4 = gato.

e Zy=¢, z1=a, 2z, = aa, z3 = aaa y z4 = aaaa son los sufijos propios de w = a°.

Como se ha podido observar en los ejemplos anteriores, la cadena vacia ¢ siempre es
prefijo y sufijo propio de cualquier otra cadena.

Subcadenas

Una cadena y es una subcadena de otra cadena w, si existen x y z, no ambas vacias,
para las cuales se cumple que w = xyz. Cualquier prefijo o sufijo propios de w también
son subcadenas de w, en particular, ¢ es subcadena de cualquier otra cadena.

La cantidad maxima N de subcadenas distintas de una cadena dada se puede
determinar con la siguiente férmula:
n(n+1)

2

M=1+2+--4+n=

12
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Mientras que la cantidad minima de subcadenas distintas de una cadena es n, para el
caso en que la cadena esté formada por puros simbolos iguales.

Ejemplos

® Vo=¢g, ¥Y1=0,Y2=a,y3=1,y4=0,yY5=0a, Ys = at, y7 =10, yg = gat y yg = ato son
las 10 subcadenas de w = gato.

® Vo=¢& Y1=pP,¥2=2a,Y3=pPa, ys=2ap,ys=papyYys=apason las 7 subcadenas
distintas de w = papa.

e Yo=¢ Y1 =4, Y2 =aa, y3 = aaa, y» = aaaa y ys = aaaaa son las 6 subcadenas
distintas de w = aaaaaa.

Inversa de una Cadena

La Inversa de una Cadena w es la cadena wR, tal que es la imagen refleja de w, es
decir, que equivale a w cuando se lee de derecha a izquierda.

Formalmente se define la inversa de w de manera recursiva como:
5 g Sl w=g
w" =9 .
y'a s w=ay

Donde y es una cadena y a es un simbolo.

Propiedades de la Inversa
e at=a, donde a es un simbolo.
(x®)R=x

Si x = wy, entonces x* = y*wk

Una cadena se llama palindroma, cuando es igual a su inversa: w = w~.

Ejemplo

Obtener la inversa de la cadena w = amor, aplicando la definicion podemos
considerar que w = a(mor), entonces tenemos que w" = (amor)? = (mor)Ra, repitiendo
el proceso, se obtiene sucesivamente:

wR = (m(or))Ra = ((or)"m)a = (o(r))*ma = (r)*oma = (re)*oma = (¢)"roma = roma.

Obviamente, para nosotros, es mucho mas sencillo en la practica hacerlo de forma
directa que a través de la definicion, pero la féormula recursiva es muy util para una
implementacion en un programa de computadora.

13



JORGE EDUARDO CARRION V.

Lenguaje

Un lenguaje formal es un conjunto de palabras o cadenas formadas a partir de los
simbolos de un alfabeto dado. Un lenguaje puede ser finito o infinito, aunque, como se
menciond antes, el alfabeto de donde se genera debe ser siempre finito.

Todo alfabeto . puede ser considerado también, si asi se desea, como un lenguaje
formado por cadenas que son todas de longitud uno.

Ejemplos
e Sea) ={a,b,c} entoncesL ={a, b, c}es unlenguaje finito sobre ..

e Sea) ={a, b} entonces L ={¢, ab, abbab, abbba, bbaa, baaba } es un lenguaje
finito sobre ..

e Sea) ={a}, entoncesL ={¢, a, aa, aaa, aaaa, ... } €s un lenguaje infinito sobre .
y también se denota en forma compacta como: L ={a" | n > 0}.

e Sea> ={0,1} entonces L ={¢, 0, 1, 00, 11, 000, 010, 101, 111, ... } es un
lenguaje infinito formado por todas las cadenas palindromas de ceros y unos, o sea
las cadenas que cumplen que w = wR, esto se denota como: L = {w | w = w"}

Lenguaje Vacio

El lenguaje vacio se denota como &, y es aquél que no contiene ninguna cadena, es
decir & = { }, igual que en teoria de Conjuntos. No se debe confundir el lenguaje vacio
con el lenguaje que contiene solamente a la cadena vacia, es decir & = {&}.

Ejemplo

e Sea) ={a, b}, entonces L ={} = es un lenguaje vacio sobre ..

Lenguaje Universal

Definimos al Lenguaje Universal >* como el lenguaje formado por todas las cadenas
que se pueden formar a partir del alfabeto X; a >* también se le conoce como la
cerradura de 2. Para cualquier alfabeto >, el lenguaje universal 2* es siempre infinito.

Ejemplos
e Ellenguaje L ={a"|n=>0}es el lenguaje universal del alfabeto > ={a}.

e SeaY*={¢0,1, 00,01, 10, 11, 000, 001, 010, 011, 100, 101, 110, 111, ... }, es el
Lenguaje Universal para el alfabeto > = {0, 1 }.

14
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El conjunto >* es un conjunto numerable, lo que significa que los elementos de >*
pueden ordenarse por tamafio y luego, para cadenas del mismo tamafno, ordenarse
alfabéticamente (recuérdese que 2. es un conjunto ordenado), para finalmente poder
establecer una relacion biunivoca de 2* con el conjunto de nimeros Naturales.

Ejemplo

e Dado 2*={0,1} ={¢ 0,1, 00, 01, 10, 11, 00O, ... }, se puede establecer la
siguiente correspondencia biunivoca entre >* y el conjunto de los numeros
naturales: 1< ¢€,2+< 0,3 1,4+ 00,5+ 01,6 < 10, 7 & 11, 8 «» 000, etc.

Para un alfabeto 3 que contiene n simbolos, se tiene que X* tiene n® = 1, cadenas de
longitud 0, n" = n cadenas de longitud 1, n® cadenas de longitud 2, etc. Por lo tanto, es
posible determinar el lugar que ocupa determinada cadena dentro del conjunto >*.

Ejemplo

e Para el alfabeto > = { 0, 1 }, se tiene que >* contiene 1 cadena de longitud 0, 2
cadenas de longitud 1, 4 cadenas de longitud 2, 8 cadenas de longitud 3, etc. Se
puede verificar que la cadena 001 ocupa el noveno lugar del conjunto.

e Sea el alfabeto 2 = { a, b, c }, entonces en X* existe 1 cadena de longitud 0, 3
cadenas de longitud 1, 9 cadenas de longitud 2, 27 cadenas de longitud 3, 81
cadenas de longitud 4, etc. y ademas, se puede verificar que la cadena aaaa ocupa
el lugar 41 del conjunto.

Operaciones con Lenguajes

Concatenacion de Lenguajes

Sean L1y L, dos lenguajes cualesquiera, entonces Ly - Lo ={w-x|we Ly, xe Ly }es
el lenguaje concatenacion de L1 con Lo.

Ejemplos

e Sean los lenguajes L4 = { patz, came, yure, cara, zita } y L, = { cuaro }, entonces
la concatenacion de Ly con Ly es: Ly - L, = { patzcuaro, camecuaro, yurecuaro,
caracuaro, zitacuaro }.

e Sean los lenguajes Ly ={01, 21}y L, ={a, ba, ca}, entonces la concatenacion de
LiconlLyes:Ly-Ly={01a, Olba, Olca, 21a, 21ba, 21ca}

¢ Similarmente se puede obtener L, - L1 = {a01, ba0l, ca01, a21, ba21, ca2l}

15
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En este ultimo ejemplo el alfabeto de Ly es 21 ={ 0, 1, 2 }, mientras que el alfabeto de
Loes 2> ={a, b, c}, porlo tanto, el alfabeto de L1 - L, es la unién de ambos alfabetos:
21 U22={o! 1, 21 albic}'

El lenguaje {€} es idéntico respecto a la concatenacion: Ly - {€} = {&} - L1 = L.

El lenguaje & es nulo respecto a la concatenacién: L1 - & = - Ly = .

La cantidad maxima de cadenas que hay en el lenguaje concatenacién es el producto
de las cantidades de cadenas en cada uno de ellos, en el segundo ejemplo, se tiene
que los lenguajes L1 y L, tienen 2 y 3 cadenas respectivamente, entonces, por lo

tanto: Ly - Ly, como L, - L4 tienen 6 cadenas distintas, sin embargo en algunos casos
puede haber menos cadenas distintas, debido a la generacién de cadenas duplicadas.

Potencia de Lenguajes

Sea L un lenguaje sobre el alfabeto 2., entonces para cualquier n > 0, se tiene que la
enésima potencia de L se define recursivamente como:

Ln e} paran=0
LL™ paran>0

Ejemplos

e SeaL={ab} entonces®’={¢e}, L"={ab}, L?={abab}yL®={ababab}.

e SeaL={0,1}entoncesL®={e}, L"={0,1}, L*={00, 01, 10, 11 }, etc.

e SeaL={¢ a} entoncesL’={ec},L"={¢ a}, L?={¢ a, aa}, etc.

Es interesante observar que de la definicién se desprende que: @° = { ¢ }, mientras
que &" = & para toda n > 0.

Unidn, Interseccion y Diferencia

Las demas operaciones de conjuntos se aplican igualmente a los lenguajes, es decir:
Si L1y Ly son dos lenguajes cualesquiera, entonces Ly U Ly, LiN Ly, L1 — Lo, Lo— L1y
L, ® L, también son lenguajes.

Adicionalmente, dado que existe el lenguaje universal 2.*, a también podemos definir a
L, el complemento de L, como L® = 3* - L.

16
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Sublenguaje

A es un sublenguaje de L y se denota como A < L, si para cada w € A se tiene que
también w e L.

En el ejemplo anterior se puede observar una importante propiedad; si un lenguaje
contiene a la cadena vacia ¢, se cumple que: L°cL'c L’ c L’ ...

Cualquier lenguaje L sobre el alfabeto X es un sublenguaje de >.*.

@ es un sublenguaje de cualquier lenguaje L sin importar el alfabeto ..

Propiedades de las operaciones de Lenguajes

Sean A, B y C tres lenguajes cualesquiera sobre un alfabeto >, entonces:
e A(BUC)=ABUAC

e (BUC)A=BAUCA

e A=BsiysdlosiAcByBcA

e en general A°B® = (AB)°

e engeneral A(BNC)=ABNAC

e engeneral A(B-C)=AB-AC

Ejemplos

e SiA={¢0,1},B={e}yC={0} entonces tenemos: A(B N C ) = J, mientras
que ABNAC={0}.

e Porotrolado, A(B-C)={¢, 0,1}, mientrasque AB-AC={¢,1}

Cerradura de Kleene

Sea L un lenguaje sobre el alfabeto >, se define a L* como la Cerradura de Kleene o
Cerradura Estrella como la unién infinita de todas las potencias de L, incluyendo la
potencia cero.

= JL
n=0

Ejemplos

e Li={0,1}, entonces Li* =L ULy UL2U...={e}uU{0,1}U{00, 01, 10, 11 } U
{ 000, 001, 010, 011, ...} U ... ={¢, 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, 001, 010, 011, ... }.
Obsérvese que si 2. ={0, 1}, entonces 2.* = L4*.

17
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e Seal,={01, 10}, entonces L,*={ ¢, 01, 10, 0101, 0110, 1001, 1010, 010101, ... },
eneste caso L, < > *, paraX={0, 1},

Los lenguajes Ly ={ e}y Ly =, son los unicos cuya cerradura de Kleene es finita, y
dado que @° = { ¢}, se cumple que @* = { ¢ }, y por tanto, para ambos se tiene que:
L+* = Ly* = { ¢ }. También es interesante observar que aunque tengamos que L{* = Ly*,
esto no significa que L1 y L, tengan que ser iguales.

Cerradura de Positiva

De manera similar, se define la Cerradura Positiva de L, como la unidén infinita de
todas las potencias de L a partir de uno.

L'=JL
n=1

Ejemplo

e Sea L = {ab}, entonces L* = {ab, abab, ababab, abababab, ababababab, ...},
mientras que L* ={¢, ab, abab, ababab, abababab, ababababab, ...}.

Propiedades de las Cerraduras

Para cualquier lenguaje L, se cumplen las siguientes propiedades:

e L*={cg}UL"
e L'=L.L*=L*-L=L*.L"=L".L*
. (L+)+=L+

Ly = (L) =L =L

Si ¢ € L, entonces se sigue necesariamente que: L™ = L*, mientras que si ¢ ¢ L, se
cumple forzosamente que: L™ = L* — {g}.

Inverso de un Lenguaje

Sea L un lenguaje, se define al inverso de L como LR = {wR |w e L}.

Ejemplos

e Sea L ={arroz, abad, radar, lamina }, entonces LR = { zorra, daba, radar, animal }

e SealL={0,1, 101, 11101 }, entonces LR = {0,1,101,10111}
e Seal={¢g 0,1, 00, 11, 000, 010, 101, 111 }, entonces LR = L.

18
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Propiedades del Lenguaje Inverso

Sean Ay B dos lenguajes, entonces se cumple que:

o XR=X
° (z*)R=z*
° (AR)R=A

o (A*)R=(ARYy
e (A-B)R=BR.AR

e (AUB)R=ARyUBF

e (ANB)R=ARNBR

Del hecho de que se cumpla L = LR, no se implica que L esté formado por cadenas
palindromas exclusivamente, un ejemplo de esto seria el lenguaje L = { 01, 10 }.

Preguntas
a) ¢,Cuantas posibles subcadenas tiene una cadena de longitud n?

b) ¢ Cual es el numero minimo de subcadenas distintas de una cadena de longitud n?
¢, Como debera ser esa cadena?

c) ¢Bajo qué condiciones se cumple que L* = L*?

d) ¢Y en que otras condiciones se cumple que L = L* —{&}?

e) ¢,En que casos el Lenguaje Universal es finito?

f) SiL es un lenguaje finito, ; Como debe ser L°?

g) &Y si L es infinito que podemos decir de L¢?

h) ¢ Existe algun lenguaje para el que se cumple que L* es finito?
i) ¢Se cumple que (L*)" = (L")*?

Ejercicios Capitulo 1

1.1 Sean los alfabetos A = { vy, n, A }, y B ={ ¢, &, 0 }, obtener los siguientes
alfabetos, si existen: AUB,ANB,A®B,A-ByB-A.

1.2 Sea w = pino, obtener todos los prefijos y sufijos propios y todas las subcadenas
de w.

1.3 Encontrar w2, w?y wR para la cadena w = papa.
1.4 Sea x = pifiata, obtener todos los prefijos de x.
1.5 Seay = maroma, obtener todos los sufijos dey.
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1.6 Obtener todas las subcadenas de z = banana.
1.7 Dadas las cadenas anteriores obtener: xy"z, y también: z %x.

1.8 Sea la cadena w = 01110220, obtener todas las subcadenas distintas de w de
longitud menor o igual a 3.

1.9 Sean los lenguajes A ={a, b,c}yB ={c, d, e}, efectuar las siguientes
operaciones de lenguajes: (A U B?), (AB)* y (BA)®.

1.10 Sean los lenguajes L1 ={¢,0,10,11}yL,={¢, 1,01, 11 } sobre el alfabeto > =
{O, 1 }, obtener: L1 Ly, Lo-L4, Ly ULy, LiNLy, L1 =Ly, Lo —Ly, L%, Lo* y L1 @ L.

1.11 SeaL ={¢, a}, obtener L° L', L%y L>

1.12 Sean Ly ={a}yLz,={b}, expliqgue como se interpretan los siguientes lenguajes:
L1" L, Lik2"y (L4L2)".

113 Sean Ly = { e}, Lo ={aa, ab, bb }, L3 = { ¢, aa, ab } y Ly = &, obtener los
lenguajes: L1 U Ly, Li1ULs, L1 ULs, LoULs, L1NLy, LoNLs, LsNLsy 1N La.

1.14 Dados los lenguajes siguientes: A = { ab, b, cb } y B = { a, ba } obtener los
lenguajes que resultan de las operaciones de lenguajes: (A U B?), (B U A)},
(AB), (A N BA), (A ® BY) y (AR —B)~

1.15 Dados los lenguajes: L1 ={ 01, 11}y L, = {011, 101, 11 } obtener los lenguajes
que resultan de las operaciones: (L1 U L)%, (L2— L1)%, (L1 — L2)*, (L1 N L2)*, LiRLo.

1.16 SeaL ={a, ba}*, sobre X ={a, b }, obtenga L°.
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Lenguajes Regulares

Se define qué es un lenguaje regular y qué son las expresiones regulares, se enuncian los principales teoremas que
tnvolucran expresiones regulares y se alustra su uso en la siplificacion de expresiones regulares.

Los Lenguajes Regulares son la primera clase de lenguajes que vamos a considerar,
debido a su simplicidad, aunado a las propiedades de cerradura respecto a las
principales operaciones de lenguajes, que son unién, concatenacion y cerradura de
Kleene, y es con base en estas operaciones que daremos la definicion:

Definicion

Sea X un alfabeto, el conjunto de lenguajes regulares sobre 3. se define como sigue:
e Jes un Lenguaje Regular.

e {¢}esunLenguaje Regular

e Paratodaa e 2, {a}esunLenguaje Regular

e Si Ly y Ly son dos Lenguajes Regulares, entonces L1 U Ly, L - Lz, L1* y Lo* son
todos Lenguajes Regulares

¢ Ningun otro lenguaje sobre > es Regular.

Ejemplo 1

Sea X ={a, b}, entonces de la definicién se tiene que:

e Jy{e}sonRegulares

e {a}y{b}sonRegulares

e {a, b}esRegular (Union)

e {aa}, {ab}, {bb}y{ba} Son Regulares (Concatenacion)
e {a, b, ab, ba, aa, bb } es Regular (Unién)

e {a"|n=>0}es Regular (Cerradura de Kleene)

e {(ab)"|n>0}es Regular (Cerradura de Kleene)
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e {a"b™|n>0,m=>0}es Regular (Concatenacion)

e {(ab)"|n>=0}U{(ba)™| m=0}es Regular (Union)

Ejemplo 2

Sea > ={0, 1, 2}, entonces de la definicion se tiene que:

e Oy {e}son Regulares

e {0},{1}y{2}sonRegulares

e {0,1},{0,2},{1,2},{0,1,2}son Regulares (Union)

e {01},{12}, {02} son Regulares (Concatenacion)

e {00,01},{10,12} {00, 01, 02, 10, 11, 12 } son Regulares (Concatenacion)
e {00,01,02,10,11, 12, 20, 21, 22 } es Regular (Unién)

e {¢ 0,00, 000, 0000, 00000,... } es Regular (Cerradura de Kleene)

e {¢ 01,0101, 010101, 01010101, ... } es Regular (Cerradura de Kleene)
e {¢ 0,1,00,01, 11, 000, 001, 011, 111, ... } es Regular (Concatenacion)

Teoremas
e Todos los lenguajes finitos son regulares.

e SiL esregular, entonces L = ¥* — L también es regular.
Este teorema se demostrara posteriormente en el siguiente capitulo.

e SilyL,son regulares, entonces L1 N L, también es un lenguaje regular.
Demostracién: Si L; y L, son regulares, entonces L:¢ y L,° son regulares,
entonces L+° U L.° es regular y por tanto (L1¢ U L,°)° = Ly N L, es regular.

e SilL4yL,son regulares, entonces Ly — L, también es un lenguaje regular.
Demostracién: Si Ly y L, son regulares, entonces L1 N L.° es regular, por los
teoremas anteriores y resulta que: Ly — L, = Ly N L%, entonces es regular.

e SiLq es regular, entonces L4~ también es un lenguaje regular.
La demostraciéon se desprende de las propiedades de la inversa de una cadena que
se extienden a los lenguajes.

Todas las cadenas de longitud par, formadas a partir de un alfabeto 2., se representan
por el lenguaje (X?)*, mientras que las cadenas de longitud impar se representan por
>(X?)*, por lo tanto: X* = Y (X?)* U (Z2)*
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Expresiones Regulares

Podemos simplificar la especificacion de un lenguaje regular utilizando una
nomenclatura abreviada, llamada expresion regular, de tal manera que el lenguaje
unitario { a }, se denota simplemente como a.

Las operaciones de lenguajes regulares se denotan como: a U b, envez de { a, b };
ab,envezde{ab};a*envezde{a}ya envezde{a}" El objetivo de esto es
facilitar la lectura y manipulacion algebraica de los lenguajes regulares.

Entonces podemos definir las expresiones regulares recursivamente:
e (Jy e son expresiones regulares.
e aes una expresion regular paratodaa € 2.,

e Sir y s son dos expresiones regulares cualesquiera, entonces r Us, r - s, r*y s*
son también expresiones regulares

¢ Ninguna otra secuencia de simbolos es una expresion regular.

El orden de precedencia de las operaciones en una expresion regular es analogo a las
expresiones algebraicas comunes: cerradura (potencia), concatenacion y unién, a
menos de que se utilicen paréntesis para cambiar ese orden.

Ejemplos

e Determinar las cadenas que pertenecen al lenguaje descrito por la expresion
regular: a*b U c, realizando las operaciones en el orden de precedencia, tenemos:
L ={b, ab, aab, aaab, aaaab, ...,c }

e Determinar como son las cadenas que pertenecen al lenguaje dado por la
expresion regular: c* (a U bc* )*, sobre el alfabeto > ={a, b, c }.
Analizando las cadenas que se pueden construir, es posible observar que ninguna
de ellas puede contener a la subcadena ac.
L={¢, a,aa, ab, abc, aab, abca, ..., b, bc, bcc, bcca, bcbe, ..., ¢, ca, cab, cabc,
caab, ..., cc, cca, cch, ... }

e Determinar las cadenas que pertenecen al lenguaje descrito por la expresion
regular siguiente: L = c*a U (bc)* U b*.
Analizando separadamente cada término, obtenemos que:
L ={a, ca, cca, ccca, cccca, ..., g, bc, bebe, becbebe, bebebcebe, ..., b, bb, bbb,
bbbb, bbbbb, ...}
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En ocasiones se requiere que seamos capaces de encontrar una expresion regular
que represente a un determinado lenguaje, dada la descripcion de las caracteristicas
que cumplen las cadenas pertenecientes a él, como se muestra en los siguientes
ejemplos:

Ejemplo 1

Encontrar la expresion regular que representa al lenguaje formado por las cadenas
que contienen exactamente dos ceros sobre el alfabeto: > ={0, 1}.

Es recomendable que primero describamos este lenguaje por extension, es decir,
listemos algunas de las cadenas que lo forman: L = { 00, 001, 010, 100, 0011, 0101,
0110, 1001, 1010, 1100, ... } una vez que hemos comprendido como son estas
cadenas, es relativamente facil encontrar la expresién regular: L = 1*01*01*, ya que
puede haber cualquier cantidad de unos al inicio, luego el primer cero, otra cantidad
de unos, el segundo cero y al final cualquier cantidad de unos.

Ejemplo 2

Encontrar la expresion regular que representa al lenguaje formado por las cadenas
que contienen cuando mucho una a, sobre el alfabeto: > ={a, b }.

Como en el ejemplo anterior, listemos varias de las cadenas que forman al referido
lenguaje: L ={¢, a, b, ab, ba, bb, abb, bab, bba, bbb, abbb, ... } una vez que hemos
comprendido como son estas cadenas, es relativamente facil encontrar la expresion
regular: L = b* U b*ab*, ya que puede no haber ninguna a, o bien, puede haber una, y
en este segundo caso, al inicio puede existir cualquier cantidad de bs, luego la a, y al
final cualquier cantidad de bs.

Ejemplo 3

Encontrar la expresion regular que representa al lenguaje formado por las cadenas
que contienen el sufijo aba, sobre el alfabeto: > ={a, b }.

Podemos listar las cadenas que forman este lenguaje: L = { aba, aaba, baba, aaaba,
ababa, baaba, bbaba, ... }, es facil encontrar la expresion regular si consideramos
que antes del sufijo puede haber cualquier cadena del alfabeto ., es decir, el prefijo
es de la forma 2*, y por lo tanto, la expresion regular buscada es: L = (a U b )*aba.
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Teoremas sobre Expresiones Regulares

Seanr, s y t expresiones regulares sobre un alfabeto X, entonces:

1. rus=sur

2. rUg=gur=r

3. rur=r

4. (rUs)Ut=ruU(suUt)

5. re=er=r

6. rI80=0r=9

7. (rs)t =r(st)

8. r(sut)=rsurt

9. (rUs)t=rtust

0. r*=(*)=0"Y=@")"=rr*=(cUr)*=(eUr) =euUrr=ecur =r*(gur)=

(eur)re=r*ur=r(r) U (rr)*

1M, (rUus ) =(rrus* ) =(rs* ) =(r*s ) r*=r*(sr*)*

12. r(sr)*=(rs)*r

13. (r*s)*=eU(rus)’s

14. (rs*)*=eUr(rus)*
*

15. r'=rr*=r*r=r'r*=

1

r\+

Ejemplo 1
Simplificar la siguiente expresién regular:s (e Ur )*(eUr ) Us.

Aplicando el teorema numero 15, se tiene que: (e Ur )* (euUr)=(eUr )", luego, con
el teorema 10, se puede observar que (e U r )" = r*, después, usando el teorema 8, se
factoriza la s, obteniendo: sr* Us =s ( r* U ¢ ) y finalmente si aplicamos nuevamente
el teorema 10 se llega al resultado deseado:

s(eUur)(eur)us=sr*
Ejemplo 2
Simplificar, si es posible, la siguiente expresion regular: (a*b )* U ( ab*)*.

Aplicando los teoremas 13 y 14 resulta: ¢ U (a U b)*b U ¢ U a(a U b)*, sin embargo, los
términos donde aparece (a U b)* no se pueden agrupar, pues en el primer caso la b
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es un sufijjo y en el segundo caso la a es prefijo, y como la concatenacién no es
conmutativa, se concluye que la expresion original ya es la mas simple.

Ejemplo 3

Demostrar que si r = s*t entonces r = sr U t. Podemos reemplazar s* por ¢ U s”,
quedando r = ( ¢ U s* ) t, ahora reemplazando s* = ss* queda: r = (& U ss* ) t,
aplicando el teorema 9: r = ¢ t U ss*t, reemplazando a r, r =t U sr y conmutando,
resulta finalmente que sir = s*t entoncesr = sr U t.

Sustitucion

En un lenguaje regular L, se puede reemplazar un simbolo a por una expresion
regular y el resultado es un lenguaje regular, a esta operacion le llamamos sustitucion.

Ejemplo

Sea el lenguaje regular L = 0* (0 U 1) 1%, entonces, si reemplazamos el O por la
expresion regular f(0) = e; y el 1 por la expresion regular f(1) = e,, tenemos el
lenguaje: f(L) = e4* (e1 U e2) €2, por ejemplo, si sustituimos las expresiones: e; = ay
e, = b*, obtenemos la transformacion: f(L) = a* (a U b*) (b*)*, y que simplificando
queda: f(L) = a* b* y que obviamente es un lenguaje regular.

Homomorfismo

Homomorfismo en una substitucion en la que h(a) tiene una sola cadena asociada a
cada simbolo a, y por lo tanto se trata de una funcién invertible. En un homomorfismo
se cumplen las siguientes propiedades:

e h(e)=¢
e h(aw) = h(a)h(w), paratodaa e > yw e X*.
Por ejemplo, si ahora sustituimos las expresiones: h(0) =e;=ay h(l) =e;=baenL,

obtenemos la transformacion: h(L) = a*(a U ba)(ba)*, que es invertible por ser un
homomorfismo.

Si aplicamos el homomorfismo sobre la cadena w = 00101, tenemos h(00101) =
aabaaba, mientras que h™'(aabaaba) = 00101.

Si L es regular, h(L) y h™'(L) son también lenguajes regulares, pues se trata de casos
particulares de sustituciones.
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Cociente
Sean L1y L, dos lenguajes regulares, entonces definimos el cociente como:
Li/L2 = { x| existey € L, tal que xy € L4}

El cociente de dos lenguajes regulares también es regular; mas aun, el cociente es
regular si Ly es regular y para cualquier lenguaje arbitrario L,.

Es interesante resaltar que si L1 = L3 - Ly, entonces se tiene que L¢/L> = L3

Ejemplo

Sean los lenguajes Ly = 0*1 0* y L, = 1 0*1, entonces L+/L, = &, pues ninguna cadena
cumple con la definicién.

En cambio, si consideramos a los lenguajes: Ly = 0*1 0* y L, = 0*1, tenemos que: L¢/L,
= 0%, porque existe y =1 € L, tal que 0*1 € L.

Analisis de léxico

En la programacion de computadoras es necesario tener la seguridad de que los
datos de entrada son validos, por lo que es necesario contar con mecanismos para
analizar la validez de la informacién proporcionada por el usuario. Este problema se
reduce al establecimiento de una expresion regular que represente la forma que
deben tener los datos de entrada validos. Las expresiones regulares se utilizan para
reconocer los componentes léxicos de un lenguaje, y forma una parte esencial en el
proceso de compilacion de un programa.

Ejemplo

Se desea determinar la expresion regular que utiliza un compilador de un lenguaje de
computacion, para verificar que una constante numérica sea valida, la que solamente
puede tener algunos de los siguientes simbolos: > = { ., —, digito }, el punto puede ir
en cualquier parte de la cadena que representa al numero, mientras que el signo
menos solamente puede ir al inicio de ésta y en donde los unicos simbolos que se
repiten pertenecen al conjunto: digito ={0, 1, ..., 9}.

Entonces la expresion regular que nos permite conocer si una cadena numérica es
valida es:

(eU—-)(digito” (e U .digito*) U .digito™)
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Preguntas
a) Si L1y Ly son regulares, ¢Es Li N Ly regular?

b) Si L1y Lz son regulares, ¢Es Ly & L, regular?

c) Si L es finito ¢ Es L regular?

d) Si L es infinito, ¢ Es L regular?

e) Si L es regular, ¢Es L regular?

Ejercicios Capitulo 2

2.1

2.2

28

Obtener una expresion regular para cada uno de los siguientes casos:

a) El lenguaje formado por todas las cadenas de unos y ceros que inician con
dos ceros consecutivos.

b) El lenguaje formado por todas las cadenas de unos y ceros que tenga un
numero de ceros divisible entre tres.

c) El lenguaje formado por todas las cadenas de unos y ceros que tienen al
menos dos unos consecutivos.

d) El lenguaje formado por todas las cadenas de unos y ceros que contengan
cuando mucho dos ceros.

e) El lenguaje formado por todas las cadenas de unos y ceros que solamente
tenga una ocurrencia de tres ceros consecutivos.

f) El lenguaje formado por todas las cadenas de digitos que representen un
numero entero positivo (base diez) correctamente escrito.

g) El lenguaje formado por todas las cadenas de unos y ceros que tengan
longitud menor o igual a 5.

h) El lenguaje formado por todas las cadenas de unos y ceros que no finalicen
en O1.

i) El lenguaje formado por todas las cadenas de unos y ceros que terminen en 1
y no contengan a la subcadena 00.

j) El lenguaje formado por todas las cadenas de unos y ceros cuya longitud es
multiplo de 5.

k) El lenguaje formado por todas las cadenas de unos y ceros que inicien o
terminen en 00 0 en 11.

Interprete en palabras el significado de cada una de las siguientes expresiones
regulares:

a) (00)*
b) 0*1*



2.3
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2.5

2.6

TEORIA DE LA COMPUTACION

c) 1(0 U 1)*
d) (0 U 1)*00

e) (0 U 1)*10(0 U 1)*
f) 1*01*0(0 U 1)*

Dada la expresion regular (ab)" U (cb)*. Indicar si las siguientes cadenas
pertenecen o no al lenguaje que representa:

a) wq = abchb
b)wy;=¢

c) ws = cbcbb

d) ws = ab

e) ws = abcbcbchb

Determinar las cadenas que pertenecen al lenguaje descrito por la expresion

regular siguiente: c*a U (bc)* U b*.

Dada la expresion regulara (b Uc )a(auUb Uc )* a, iCuantas cadenas de

longitud 6 representa?
Simplificar las siguientes expresiones:
a) (eUab)*

c) (aueg)a’d

e) (eUaa)(eUaa)*

g) (aub)a(aUub)*

i) g*ua*ub*u(a*ub*)’
k) (a*b )" U (b*a)”
m)y(eUx)U(yy (eUx)*)
0) (ba*)*UeU(aub)"

q) a*b ((aub)a*d )*uab

s) (abc*)*UabuUab(cuab )’

b)a(eUaa)*aUe
d)(((a*a)b)Ub)

f) (aa)*aU(aa)"
hYa(sUaa)*(sUaa)Ua

j) ((a™™)"-(b*a*)")"*

) (eua’)bb® (suUc)*
n)(eUx)(eUx) U(eUx)ua*
p)(aUb)(eUaa)(csUaa)U(aub)
r) (b*a)*uU(aub)a
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Automatas Finitos

Se define Diagrama de Transiciones, se define Antomata Finito Determiinista. Se presentan las Tablas de
Transiciones, se establece una metodologia para encontrar el Automata Minimo Equivalente y el algoritmo para
deterninar si dos antonatas dados son equivalentes; finalnente se presentan algunas variantes con valores de salide.

Diagramas de Transiciones

Las expresiones regulares sencillas nos permiten determinar con facilidad si una
cadena pertenece o no a un lenguaje dado. Por ejemplo: Si tenemos al lenguaje
definido por la expresion regular a*b*, ésta se puede interpretar como el lenguaje que
contiene cualquier cadena que comience con cualquier cantidad de as, seguida por
cualquier cantidad de bs, como por ejemplo: aaab, abbb, a, bb, ¢, etc. También nos
permite determinar que no pertenecen a este lenguaje cadenas como las siguientes:
abab, baba, bba, etc.

Otra técnica que permite identificar si una cadena pertenece o no a un lenguaje dado
es el empleo de Diagramas de Transiciones, los cuales son grafos dirigidos a cuyos
nodos se les denomina Estados y a sus aristas se les llama Transiciones, éstas se
encuentran etiquetadas con algun simbolo del alfabeto, como se muestra en el
ejemplo de la figura 3.1.

Figura 3.1

Existe un unico estado que se le llama Estado Inicial, el cual se sefiala con una flecha,
a partir del cual se comienza el reconocimiento de la cadena; cada simbolo leido
provoca una transicién de un estado a otro, siguiendo la arista etiquetada con éste.

Este proceso se repite hasta agotar la cadena. Si el estado donde finalizamos es un
Estado de Aceptacion, que se identifica por un doble circulo, quiere decir que la
cadena analizada pertenece al lenguaje, en caso contrario es rechazada.
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Si observamos como se cambia de estado sobre el diagrama de transiciones anterior,
con cada uno de los simbolos de la cadena w = aaabab, para determinar si pertenece
o no al lenguaje representado por éste, observaremos que las transiciones realizan los
cambios de estado mostrados en la secuencia siguiente:

Cluil'%%%i)%%%iﬂhg%

Y como el estado terminal qo no es un estado de aceptacion, la cadena anterior es
rechazada.

Para entender mejor el proceso de analisis de una cadena, se emplea la siguiente
notacion, en la que se muestra cada paso como un par formado por el estado actual y
la parte de la cadena pendiente de procesar, a este par se le conoce como una
Descripcidn Instantanea (DI) de la fase en que se encuentra actualmente el automata.
Para este caso, la Dl inicial es: (qo, aaabab), se subraya el primer simbolo para indicar
que éste es el simbolo que provocara la proxima transicion. El paso de una DI a la
subsiguiente, se denota por medio del siguiente simbolo: +, de tal forma que la
secuencia de fases instantaneas del analisis anterior se representa asi:

(qo, 2aabab) + (qo, 2abab) + (qo, abab) - (qo, bab) ~ (g4, ab) ~ (g1, b) + (o, €)

Una vez agotada la cadena, y a no hay transiciones posibles y el automata se detiene
en el estado qp, como ya se habia indicado, rechazando la cadena.

Una tercera representacion grafica de este proceso se hace considerando a la cadena
contenida en una cinta suficientemente grande, y un puntero que inicialmente sefala
al primer simbolo de la cadena y que se encuentra en el estado inicial qo.

Conforme realiza las transiciones respectivas, el puntero ira desplazandose hacia la
derecha para leer los siguientes simbolos, mientras cambia de estado segun
corresponda a cada transicion, hasta llegar al final de la cadena, indicado, en este
caso, por el simbolo especial $. Es entonces cuando el analisis concluye, y se
determina el estado en el que se finaliza, que como hemos visto, se trata del estado
go- Esta representacion se muestra graficamente en la siguiente figura:

[a[alalblalb[s]
F ¥ F ¥

Yy Yy 1 Yy Figura 3.2

a
?

1

b
3

a
?

——
i
K~
-
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Un analisis detallado de todas las cadenas que nos conducen al estado de aceptacion
g1 en el diagrama de la Figura 3.1, nos lleva a la conclusiéon de que éstas deben de
poseer una cantidad impar de bs para ser aceptadas.

Ejemplo 1

Consideremos la necesidad de construir un diagrama de transiciones para reconocer
el lenguaje formado por todas las cadenas provenientes del alfabeto ¥ = { a, b } que
terminan en b, es facil visualizar que el diagrama de transiciones debe tener un estado
de aceptacion qq, al que se accede cuando aparece el simbolo b en la cadena,
esperando que sea el ultimo simbolo, pero que se sale de él cuando se lee el simbolo
a, de esta manera, concebimos el diagrama de transiciones mostrado en la figura 3.3.

Figura 3.3
Ejemplo 2

El siguiente diagrama de transiciones consta de tres estados, etiquetados por qo, g1 Y
g2, respectivamente; de los cuales qi es el estado de Aceptacion. Ademas hay 6
transiciones, dos para cada estado, etiquetadas con los simbolos a y b, aunque por
comodidad se suele usar una sola flecha para varios simbolos que coinciden en el
mismo estado de destino.

a a,b

U Figura 2.4

Las cadenas formadas por cualquier cantidad de as seguida de una unica b son
aceptadas por el lenguaje que representa el diagrama anterior, en general se puede
expresar este lenguaje de laformalL ={a"b [n>0}.

Cualquier otra cadena no sera aceptada, dado que se provocara que pase al estado
g2, del cual no podra salir y dado que no es un estado de Aceptacién, se le denomina
Estado no Deseado o Estado de Rechazo.

La expresion regular a*b nos describe el lenguaje antes citado.
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Ejemplo 3

Ahora consideremos el lenguaje (ab)*, el cual acepta, entre otras, a la cadena vacia,
por lo que es necesario hacer que el Estado Inicial qo sea también un Estado de
Aceptacion.

El diagrama de transiciones debe ser semejante al que se muestra en la figura 3.5:

Figura 3.5

Se puede verificar que las cadenas que inician con una b, las que tienen dos as o dos
bs consecutivas pasaran a un estado no deseado y seran rechazadas.

Tabla de Transiciones

Un diagrama de transiciones también puede ser representado de manera tabular de la
siguiente forma: colocamos a cada simbolo como encabezado de cada una de las
columnas y a cada estado al inicio de cada uno de los renglones. La flecha indica el
estado inicial y el asterisco se usa para denotar los estados de aceptacién. Dentro de
la tabla se coloca el estado siguiente, segun corresponda a cada transicion. La tabla
de transiciones del diagrama del ejemplo anterior se muestra en la tabla 3.1:

a b

—*qo off q2

Q1 Q2 Jo

g2 g2 Q2
Tabla 3.1

Las tablas de transiciones son muy utiles para realizar programas de computadora
que permitan el reconocimiento de lenguajes regulares, pero para cuando se hace el
proceso de reconocimiento en forma manual, es preferible utilizar los diagramas de
transiciones, tal como lo seguiremos haciendo en los siguientes ejemplos.
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Ejemplo 4

Ahora consideremos el lenguaje L = { (ab)" | n > 1}, el cual se identifica con la
expresion regular (ab)*. Para construir el diagrama de transiciones correspondiente
que acepte este lenguaje, podemos seguir los siguientes pasos:

Primero construimos un diagrama que acepte una a, seguida de una b, (por ser ab la
cadena mas pequeia de dicho lenguaje) para llegar al estado de aceptacion, asi:

’ \_1// Figura 3.6

Cualquier cadena que empiece con una b, o que después de la primera a tenga otra a
debe ser rechazada, pasando a un Estado No Deseado, tal como se muestra en la
figura 3.7.

Figura 3.7

Si hay mas de dos simbolos en la cadena, éstos tienen que ir en parejas de la forma
ab, por lo que, si el tercer simbolo es una b debemos pasar del estado q; al estado de
rechazo, mientras que una a después de la primera b, nos lleva nuevamente al estado
g1, en donde esperamos que el siguiente simbolo sea una b para retornar al estado de
aceptacion. El diagrama completo queda finalmente como se ve en la figura 3.8:

Figura 3.8
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Ejemplo 5

Construya el diagrama de transiciones para el reconocimiento de las cadenas del
lenguaje en el alfabeto > ={ a, b }, que contengan el sufijo (que terminan en) ba.

Primeramente hay que analizar la cadena mas simple que pertenece a este lenguaje y
que es w = ba y se trazan las transiciones necesarias para llegar a un estado de

aceptacion, como se muestra en la Figura 3.9.
b e I
4’@ ) -
Figura 3.9

Posteriormente se agregan las transiciones faltantes; como falta una para el simbolo
a, desde el estado qo, la cual resulta ser un lazo sobre el mismo estado, tal como se
indica en la Figura 3.10.

&

a

’ \_y Figura 3.10

Similarmente, para el estado q, falta la transicién para el simbolo b, la cual es también
un lazo en ese estado, Figura 3.11.

5 /C%
B )% )?

Finalmente, las transiciones desde el estado gz, hay una transicion hacia qo para el
simbolo a y hay otra hacia q1 para el simbolo b, quedando el diagrama completo, tal
como se aprecia en la Figura 3.12.

I
L

Figura 3.11

Figura 3.12

Autdomata Finito Determinista

Un autémata es el modelo matematico de un sistema. Al modelo matematico que
hemos definido por medio de un diagrama de transiciones, que representa a una
maquina que pasa de un estado a otro como respuesta a cada uno de los simbolos de
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una cadena de entrada, se le llama Autémata Finito Determinista y lo denotamos
como AFD.

Formalmente se define a un AFD por la quintupla M =( Q, 2, s, F, 8 ), donde: Q es un
conjunto finito de estados, 2. es el alfabeto de entrada, s € Q es el estado inicial, F es
el subconjunto de Q de los estados de aceptacion (F < Q ) y 6 es la funcidén de
transicion (6: Qx 2 > Q).

La caracteristica principal de un AFD es que & es una funcion que esta definida para
todos los posibles estados g; € Q y para todos los simbolos o; € 2. Es decir para
cualquier pareja de la forma ( g, oj ) siempre existe un unico estado siguiente.
Ejemplo 1

Sea M el AFD donde Q ={qo, g1}, 2 ={a, b}, s=0qo F={qo}y las siguientes
transiciones: 3( o, @ ) = do, 8( o, b ) =q1; 6( a1, a) = a1y 8( g1, b) = qo.

Esto se representa por medio de la siguiente tabla de transiciones:

o a b

—>*C{0 do g1

a1 g4 o
Tabla 3.2

A partir de la tabla podemos construir el diagrama de transiciones correspondiente a
este AFD, el cual se muestra en la Figura 3.13:

Figura 3.13

Este AFD acepta cadenas con una cantidad par de bs, para verificarlo, podemos
probar algunas cadenas sobre el diagrama, como por ejemplo: w = abba, lo que nos
resulta en la siguiente secuencia de estados:

do 2> qp 2»qy Brgy 2aqq

Es usual que se generalice la definiciéon de la funciéon de transicién para cadenas
completas no vacias, de la siguiente manera: : Q x >.* — Q, por lo que es frecuente
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que nos encontremos con expresiones como la siguiente: 8(qo, abba) = qo, para
resumir las transiciones anteriores.

Si probamos el diagrama de transiciones con una cadena que contenga una cantidad
impar de bs, terminaremos invariablemente en el estado g1, como por ejemplo la
cadena w = abaa nos arroja la siguiente secuencia de estados:

Ao 2+ qp 2> qq 2> gy 2> qq

Ejemplo 2

Sea M el AFD definido por la tabla de transiciones siguiente:

) a b

—*qo do q1

Qs do d2

*d2 do gs

ds gs ds
Tabla 3.3

De la informacion contenida en la tabla se desprende que: Q ={ qo, 91, 92, 93 }, S = o,
>={a b}, F={qo g1, g2 } y las transiciones siguientes: 5(qo, @ ) = qo, 5(qo, b ) = gy,
8(q1, @) = do, 8(q1, b) = dz, 5(g2, @) = qo, 8(d2, b ) = qs, 5(g3, @) = sy 5(gs, b) = ga.

La figura siguiente muestra el diagrama de transiciones correspondiente a este AFD,
el cual acepta el lenguaje formado por cadenas que no contengan la secuencia bbb:

a,b
(=D

Figura 3.14

Y a continuacion se detallan las descripciones instantaneas para la aceptacion de la
cadena w = abbab: (qo, abbab) + (qo, bbab) + (g1, bab) - (g2, ab) + (qo, b) + (g1, €)
Ejemplo 3

Sea M el AFD donde Q ={qo, 91,92 93}, 2 ={0,1}, F={qo}, s =qo y por las
siguientes transiciones que se relacionan: &( qo, 0 ) = g1, 8( 9o, 1 ) = g2, 8( g1, 0 ) = qo,

3(g1,1)=03,38(q2,0)=03,8(0d2,1)=0q0,8(093,0) =02y 3(qs, 1) =qs.
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La tabla 3.4 nos representa toda la informacion del AFD antes descrito:

) 0 1

—*qo q1 g2

q1 Jo ds

g2 gs Jo

Qs g2 g1
Tabla 3.4

Este AFD, acepta al lenguaje formado por las cadenas x € { 0, 1 }*, tales que No(x) es
par y Ni(x) es par, (la funcion Na(x) representa la cantidad de veces que la cadena x
contiene al simbolo a). El diagrama de transiciones correspondiente a este AFD es el
que se muestra en la figura 3.15, a continuacion:

Figura 3.145

AFD Complemento

En el capitulo anterior mencionamos que si L es regular, entonces L® = ¥* — L también
es regular, ahora veremos una forma muy sencilla de demostrarlo por medio de los
automatas:

Sea M el AFD que acepta el lenguaje L a partir del alfabeto ., formado por el
conjunto de estados Q, y de los cuales F es el subconjunto de estados de aceptacion
y con funcién de transicion 5. Entonces M, sera el AFD que acepte al lenguaje LC, si
esta formado por el mismo conjunto de estados Q, el mismo alfabeto la misma funcion
de transicién 8, el mismo alfabeto Y., pero cuyo conjunto de estados finales es ahora:
F® = Q- F. Es decir, M, acepta las cadenas que M, rechaza y viceversa.
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Ejemplo

La Figura 3.16 nos muestra el diagrama de transiciones del automata que acepta el
lenguaje formado por las cadenas que contengan a la subcadena bbb, el cual es el
complemento del AFD mostrado antes en la figura 3.14.

Figura 3.16

Automatas Equivalentes

Si M es un AFD, vamos a denotar como L(M) al lenguaje aceptado por M, es decir,
L(M) = {w | &( qo,w) € F}, es el conjunto de cadenas que hacen que M pase del estado
inicial a un estado de aceptacion.

Sean My y M, dos AFDs, entonces se dice que M4 y M3 son equivalentes si se cumple
que L(M+) = L(M2).

Considere a los AFDs M y M, sobre el alfabeto > = { 0, 1 } que se muestran en la
figura 3.17, como se puede verificar, ambos aceptan el mismo lenguaje 0*10*, por lo
tanto, son equivalentes.

Figura 317

A pesar de que pueden existir varios autdmatas equivalentes para un lenguaje dado,
solamente existe un unico AFD Minimo equivalente (de minimo numero de estados),
que se considera como la representacion éptima para dicho lenguaje, como es el caso
del automata etiquetado como M; en este ejemplo.
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Estados Accesibles

Dado un AFD que tiene n estados, se dice que un estado q; es accesible si existe una
cadena w, |w| < n, que permite que el automata llegue a ese estado partiendo del
estado inicial qo.

Es decir que existe w tal que &(qo,w) = q;. Graficamente diriamos que existe una
trayectoria desde el estado qo al estado q; formada por menos de n transiciones.
Autdmatas conexos

Decimos que un AFD es un Autdmata conexo si todos los estados de Q son
accesibles desde el estado inicial qo.

Dado un automata no conexo, podemos obtener, a partir de él, un autdomata
equivalente que sea conexo, simplemente eliminando todos los estados que no sean
accesibles desde qp.

Ejemplo

El siguiente automata no es conexo, porque contiene dos estados no accesibles: gz y
gs, lo que se puede verificar facilmente:

Figura 3.18

Eliminando esos estados queda el AFD equivalente que se muestra a continuacion:

Figura 3.19

Estados Equivalentes

Dado un AFD, se dice que dos estados p y g son equivalentes (y se denota como
pEQ) si para toda cadena w € X.*, se cumple que: d(p, w) € F < 6(q, w) € F.
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AFD Minimo Equivalente

Dado M, un AFD cualquiera, se puede obtener M’, el AFD con el minimo numero de
estados que sea equivalente a M, por medio del siguiente algoritmo:

1. Se obtiene el automata conexo equivalente, eliminando todos los estados que no
son accesibles desde qp.

2. Se realiza una particion de los estados de Q en dos clases:
e Enlaclase C4 se incluyen a los estados de aceptacion, es decir: Cqy = F.
e Enlaclase C; a los demas estados, estoes: C, =Q - F.

3. Se analiza cada clase Cy, con objeto de ver si para todo qx € C,, se cumple para
cada o; € X que 8(qx,0i) € Cy, para alguna clase C,.

4. En caso de que no se cumpla lo anterior para alguna clase C, se realiza una
particibn de esa clase, dividiéndola en subclases que estén formadas por los
grupos de estados que satisfagan la condicién anterior entre si.

5. Se repite el paso 3 hasta verificar que todas las clases cumplan la condicion
requerida, entonces cada clase de estados equivalentes resultante se representara
por un solo estado en el AFD minimo.

Ejemplo 1

Considérese al AFD M4 mostrado en la figura 3.17. Es facil verificar que se trata de un
AFD conexo, entonces, aplicando el segundo paso del algoritmo, se hace la particion

inicial: C1={q2,93, 94}y C2={qo, a1, 95 }-

Ahora, continuando con el paso 3 del algoritmo, analizamos las transiciones para los
tres estados contenidos en la clase C1:

(92, 0) = g4 € Cq 8(d2, 1) =gs € Gz
(g3, 0) = g4 € Cq 8(qs, 1) =gs € Gz
(g4, 0) = g4 € Cq 3(ds, 1) =gs € Gz

Para todos los estados de esta clase se cumple la condicion de equivalencia requerida
en este paso, por lo que no se requiere realizar ninguna particion.

A continuacion hacemos el analisis de las transiciones para los tres estados
contenidos en la clase C;:
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0(qo, 0) =q1 € C» 8(qo, 1) = q2 € Cy
3(q1, 0)=qo e C2 8(q1, 1) =gz € Cq
5(gs, 0) =gs € C» 5(gs, 1) =qgs € C»

Aqui observamos que no se satisface la condicidon exigida para todos los casos,
entonces hay que separar los estados de C, en dos subclases a saber: C3 = { qo, q1 },
dado que ambos se comportan de forma equivalente y C4 ={ gs }.

Ahora debemos repetir el paso 3, para verificar que se cumple la condicion requerida
para cada una de las tres clases que ahora tenemos.

Se puede observar que esta particion no afecta los resultados para la clase C4, puesto
que solamente se reemplaza C, por C4 en las transiciones del simbolo 1.

A continuacion se muestra que también se cumple la condicidon de equivalencia para
las otras dos clases:

Para Ca:
5(qo, 0) =q1 € Cs 8(do, 1) = 92 € C4
3(q1, 0) =qo € Cs3 3(qr, 1) = g3 € Cq

Y para C4 la condicion se cumple por necesidad, puesto que tiene un solo estado:
(g5, 0) = gs € Cq4 6(ds, 1) =gs € C4

Con esto se concluye que el AFD Minimo solamente consta de tres estados, el cual
esta representado por la siguiente tabla de transiciones.

8 0 1
—C3 Cs Cq
*C1 C4 Cy
Cy Cs o
Tabla 3.5

Observe que la clase C3; que contiene el estado inicial original qo se considera el
nuevo estado inicial y que la clase C4, que surgi6 a partir de los estados de aceptacion
sera el nuevo estado de aceptacion.

El diagrama de transiciones correspondiente a este AFD minimo es el mismo que fue
representado por el autdmata M; en la figura 3.17.
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Ejemplo 2

Encontrar el AFD Minimo equivalente al mostrado en la figura a continuacion:

Figura 3.20

Primero verificamos que todos los estados son accesibles, luego realizamos la
primera particion de Q, de donde se tiene: C1 ={ qo, 92} y C2 ={ a1, 93, G4, 95, G5 },
ahora analizamos las transiciones para los estados en Cy:

8(do, @) =q1 € Cz 8(do, b) = qs € C2
6(dz2, @) =qs € Cz 8(dz2, b) = qs € C2
Para todos los estados de esta clase se cumple la condicién requerida en el paso 3.

Ahora analizamos las transiciones para los cinco estados de la clase C.:

6(q1, @) = gs € Cz 8(q1, b) = g2 € Cy
5(gs, a) = ge € Cz (g3, b) = g2 € C4
(g4, @) = gs € C 8(g4, b) = gs € C2
5(gs, @) = gs € C 8(gs, b) = gs € C2
5(ge, @) = gs € Cz 8(ge, b) = gs € C2

Podemos ver que no se cumple la condicion para todas las transiciones del simbolo b,
por lo que es necesario dividir a la clase C, en dos subclases a saber: C3={q1,Qq3} Y

Cs={0q4, g5 g6 }-

Finalmente repetimos la verificacién para las tres clases que tenemos ahora; es facil
comprobar que esta particion ya es definitiva y que todas las clases cumplen la
condicion de equivalencia impuesta por el algoritmo.

Por lo que se concluye que el AFD Minimo equivalente solamente consta de tres
estados, el cual esta representado por la siguiente tabla de transiciones.
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) a b
—*Cy Cs Cs
Cs Cs Cq
Cy Cy Cy
Tabla 3.6

Algoritmo para ver si dos AFD son equivalentes

El algoritmo anterior para hallar el AFD Minimo Equivalente también se utiliza para
verificar si dos AFDs cualesquiera son 0 no equivalentes.

Para ello, simplemente se hace la union de todas las transiciones de ambos
autdmatas en una sola tabla de transiciones, y se aplica el algoritmo anterior, si al final
resulta que ambos estados iniciales pertenecen a la misma clase de equivalencia
significa que ambos autdmatas son equivalentes.

Ejemplo

Verifique si es que los dos AFDs siguientes son equivalentes o no:

Figura 3.21

Haciendo la unién de las transiciones de ambos automatas obtenemos la siguiente
tabla de transiciones:

) a b

—(o oF Jo

*as g2 Jo

*02 qs Jo

—Po P1 Po

P P Po
Tabla 3.7

Aplicando el algoritmo anterior, se tiene que: C1 ={ q1, 92, p1} Y C2 ={ qo, po }, ahora,
analizando las transiciones para los estados en C; tenemos:
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0(g1, @) = g2 € C4 3(g1, b) =qo € Cz
0(g2, @) = g1 € C4 8(g2, b) =qo e Cz
o(p1, @) = p1 € C4 d(p1, b) =po e Cz

Y verificando las transiciones de los estados de la clase Cy:
5(qo, @) = g1 € Cy 8(do, b) =qo e C2
5(po, @) = p1 € Cq 3(po, b) = po e C2
Como ambos estados iniciales qo y po € Cp,, se concluye que los AFDs son

equivalentes, ambos aceptan las cadenas del alfabeto > = { a, b } que terminan en a.

Maquina de Moore

La Maguina de Moore es una variedad de AFD, en el cual no existen estados de
aceptacién propiamente dichos, sino que a cada estado se le asocia un simbolo o una
cadena de salida, que generalmente no se relaciona con el alfabeto de entrada.

La respuesta de la maquina de Moore sera el simbolo o la cadena asociada con el
estado en el que se finalice el analisis de la cadena de entrada.

Ejemplo

La siguiente Maquina de Moore permite calcular el modulo base 3 de cualquier
numero en formato binario. (La funcion médulo es el residuo que resulta de dividir el
primer argumento entre el segundo) En la parte superior de cada estado se indica el
simbolo de salida correspondiente.

Figura 3.22

Tomando, por ejemplo, el numero decimal 19, buscamos su representacion binaria, lo
que nos da la cadena de entrada: 10011, al analizarla, veremos que en este caso las
DIs mostraran a un tercer elemento, que el simbolo de salida de cada estado:

(9o, 10011, 0) + (a1, 0011, 1) + (g2, 011, 2) - (g1, 11, 1) + (90, 1, O) - (1, &, 1)

Al agotar la cadena se finaliza en el estado q4, por lo que el simbolo de salidaes 1,y
por lo tanto, se concluye que 19 Mod 3 = 1.
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Maquina de Mealy

La Maquina de Mealy es otra variedad de AFD, en la cual tampoco existen estados de
aceptacioén, sino que en este caso, a cada transicion se le asocia con un simbolo de
salida (que suele pertenecer a un alfabeto distinto al de entrada). Los simbolos de
salida se van concatenando, conforme se generan, para formar una cadena de salida
de la misma longitud que la cadena de entrada. Cada transicion de este tipo de
automatas se denota como: E/S, donde E es el simbolo de entrada y S es el simbolo
de salida

Ejemplo

Construir una Maquina de Mealy sobre el alfabeto > = { a, b }, que genere una cadena
de salida cuyo simbolo inicial sea una a, y que el i-ésimo simbolo sea una a, si los
simbolos i — 1 e i son diferentes en la cadena de entrada, en caso contrario, el simbolo
sera una b.

Las transiciones iniciales son: 5(qo, a/a) = q1 y 8(qo, b/a) = g2
Las transiciones desde q son: 3(q1, a/b) = q1y 8(q1, b/a) = q2

Mientras que las transiciones desde g, son: 8(qz, a/a) = q1 Yy (g2, b/b) = 2

Figura 3.23

La figura 3.23 muestra la construccion de este autdmata, donde podemos comprobar
que si la cadena de entrada es aabba, la salida sera: ababa, tal como se muestra en
la siguiente secuencia de Dls.

(do,2abba,e) +(q1,abba,a) +- (g1,0ba,ab) - (92,ba,aba) + (g2,a,abab) + (q1,g,ababa)
Transductor Determinista

Un dispositivo semejante a la Maquina de Mealy es el llamado Transductor
Determinista, cuyo proposito es el de transformar cadenas de entrada en cadenas de
salida, para cada transicion agrega a la cadena de salida, cero, uno o varios simbolos,
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dependiendo del estado actual y el simbolo de entrada. Cada transicion de este tipo
de dispositivos se denota por: E/S, donde E es el simbolo de entrada y S es la
subcadena de salida, que incluso puede ser la cadena vacia.

Ejemplo

Construya un Transductor Determinista que genere la cadena a", donde n es el
numero de ocurrencias de la subcadena ab en w.

Las transiciones desde qo son: §(qo, a/e) = g1 Y 8(qo, b/e) = qo, podemos interpretar al
estado g1 como el estado donde llevamos una a, y permanecemos en éste esperando
la b, entonces, las transiciones desde q4 tienen que ser: §(qs, a/e) = g1y 8(q1, b/a) = qo
es ésta ultima transicion la que agrega una a a la cadena de salida.

Figura 3.24

La figura 3.24 muestra la construccidon de este autdbmata, con el que podemos
comprobar que si la cadena de entrada es aabab, la salida sera aa, tal como lo indica
la secuencia de DlIs correspondiente.

(qO’ gabab’ 8) F (q']’ gbab’ 8) F (q1’ gab’ 8) = (qO, éb’ a) = (q']’ Q’ a) = (CIo, &, aa)

Preguntas
a) ¢,Bajo qué condiciones se cumple que un AFD es minimo?

b) ¢Para qué casos se cumple que ¢ € L(M), donde M es un AFD?
c) ¢,Para qué casos se cumple que L(M) = &, donde M es un AFD?

d) Dado M, un AFD que acepta al lenguaje L(M), ; Como es posible construir un AFD,
a partir de M, que acepte todas cadenas que sean prefijos de la cadena w para
todow € L(M)?

e) Dados M1 y My, dos AFDs que aceptan los lenguajes L(M¢) y L(Mz), ¢Coémo es
posible construir un AFD que acepte el lenguaje L(M+) N L(M2)?

f) Y ¢ Como es posible construir un AFD que acepte el lenguaje L(M1) — L(M2)?
g) ¢ Como es posible demostrar que un AFD que acepta el lenguaje universal?
h) ¢ Qué significa que dos AFDs sean equivalentes?

i) ¢ Que significa que dos Estados sean Equivalentes?
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Ejercicios Capitulo 3

3.1

3.2

3.3

3.4

Construya el diagrama de transicidn del AFD a partir de la tabla 3.8:

d 0 1

—*qo Q2 q1

oF g1 gz

g2 g1 ds

ds gs g1
Tabla 3.8

Para los siguientes ejercicios, construya el diagrama de transiciéon del AFD que
acepta a cada uno de los lenguajes sobre el alfabeto > ={a, b }:

a) El lenguaje donde toda cadena tiene exactamente dos bs.

b) El lenguaje de las cadenas no vacias, donde toda a esta entre dos bs.

c) El lenguaje donde toda cadena contiene el sufijo aba.

d) El lenguaje donde ninguna cadena contiene las subcadenas aa ni bb.

e) El lenguaje donde toda cadena contiene la subcadena baba.

f) El lenguaje donde toda cadena contiene por separado a las cadenas ab y ba.
g) Toda cadena es de longitud impar y contiene una cantidad par de as.

Para los siguientes ejercicios, construya el diagrama de transicién del AFD que
acepta a cada uno de los lenguajes sobre el alfabeto > ={a, b }:

a) El lenguaje descrito por la Expresion Regular: a* U ba*.

b) El lenguaje descrito por la Expresion Regular: a’ba’b.

c) El lenguaje descrito por la Expresion Regular: b*a U a*.

d) El lenguaje descrito por la Expresion Regular: ab(a U b)*.

e) El lenguaje descrito por la Expresion Regular: (a’b U b*a)*
f) El lenguaje descrito por la Expresion Regular: € U ab*a.

g) El lenguaje descrito por la Expresién Regular: ¢ U ab™ U b*a.

Encontrar el AFD minimo equivalente a los AFDs cuyos diagramas de
transiciones se muestran en las siguientes figuras:

Figura 3.25
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b)

Figura 3.26
c)

Figura 3.27
d)

Figura 3.28
e)

Figura 3.29

3.5 Determine si los AFDs mostrados en la Figura 3.30 son o no equivalentes.

Figura 3.30
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3.6 Determine si los AFDs mostrados en la Figura 3.31 son o no equivalentes.

Figura 3.31
3.7 Determine si el AFD mostrado en la Figura 3.32 es equivalentes al mostrado en
la Figura 3.20.
Figura 3.32

3.8 Construir una Maquina de Moore que permita calcular el mdédulo base 4 de un
numero en formato binario.

3.9 Construir una Maquina de Moore que permita calcular el mdédulo base 5 de un
numero en formato binario.

3.10 A partir de los resultados en los ejercicios 3.8 y 3.9 construya los AFDs que
acepten los siguientes lenguajes:

a)L={w e {0, 1}* | w es un numero binario multiplo de 4 }
b)L={w e {0, 1}* | w es un numero binario multiplo de 5 }

3.11 Construir una Maquina de Mealy sobre el alfabeto > = { 0, 1 }, que genere una
cadena de salida cuyo simbolo inicial sea un 0, y que el i-ésimo simbolo sea una
0 si los simbolos i — 1 e i son ambos cero en la cadena de entrada, en caso
contrario, el simbolo sera un 1.

3.12 Construya un Transductor Determinista sobre el alfabeto >, = { 0, 1 }, que genere
la cadena 1", donde n es el numero de ceros que hay en la cadena w.

3.13 Construya un Transductor Determinista sobre el alfabeto >. = { a, b }, que genere
la cadena a", donde n es el nUmero de ocurrencias de la subcadena abb en w.
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Automatas Finitos No Deterministas

Se define Automata Finito No Deternnista, se definen las transiciones épsilon y finalmente se define el Automata
Finito Generalizado. Se establece la metodologia para encontrar Antomatas no deterninistas sin transiciones épsilon y
Determanistas equivalentes.

Definicion

Automata Finito No Determinista es aquel que puede tener cero, una o mas
transiciones distintas para el mismo simbolo de entrada y lo denotamos por AFN.

Todo AFD puede considerarse como un tipo particular de AFN, pero generalmente
resulta mucho mas sencillo construir e interpretar a un AFN que a un AFD, tal como
se puede observar en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1

En el capitulo anterior habiamos construido un AFD para reconocimiento del lenguaje
L = (ab)’, como se muestra en la Figura 3.8, si excluimos el estado no deseado q3 y
las transiciones que acceden a él, obtenemos como resultado un AFN equivalente de
apariencia mucho mas simple:

b Figura 4.1

Se trata de un AFN que es considerado por muchos autores como un AFD, pues su
comportamiento es absolutamente determinista, con la diferencia de que como carece
de algunas transiciones, es posible que el analisis de alguna cadena se vea
interrumpido. Si el autbmata se detiene sin agotar la cadena, es equivalente a pasar a
un estado no deseado, y por lo tanto, el no poder terminar de analizar la cadena
significa que ésta no puede ser aceptada. Esta es una de las grandes diferencias de
los AFNs respecto de los AFDs, mientras que éstos siempre terminan de procesar
una cadena dada, los primeros pueden enfrentar situaciones en los que no exista
transicion alguna y se detengan sin agotar la cadena, rechazandola.
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Ejemplo 2

Consideremos ahora un lenguaje muy simple: L = a U (ab)®, construir el diagrama de
transiciones de un AFD que acepte este lenguaje es laborioso, tal como se muestra
en la siguiente figura:

Figura 4.2

Sin embargo, resulta mucho mas facil construir e interpretar el diagrama de
transiciones de un AFN, tal como se muestra en la siguiente figura:

Figura 4.3

Ejemplo 3

Ahora considere al diagrama mostrado en la figura 4.4.

Figura 4.4

Este diagrama representa a un AFN que acepta el lenguaje: L = (0 U 1)*1(0 U 1)?, que
es el lenguaje formado por las cadenas de ceros y unos cuyo antepenultimo simbolo
es un 1. Por tratarse de un Autdmata No Determinista, se puede ver que para el
estado g3 no existen transiciones definidas, mientras que para el estado qp hay dos
transiciones para el simbolo 1.
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Compare el diagrama anterior con el correspondiente al AFD minimo equivalente que

se muestra en la figura 4.5 y saque sus propias conclusiones.

Definicion formal de AFN

Formalmente se define a un AFN por la quintupla M = (Q, 2, A, s, F ), donde: Q es un
conjunto finito de estados, > es el alfabeto de entrada, s € Q es el estado inicial, F es
el subconjunto de Q de los estados de aceptacion ( F < Q ) y A es la funcidén de
transicion (A: Q x 2 — 2Q), donde se puede apreciar que el contra-dominio de la
funcién es el conjunto potencia de Q, es decir que esta funcién devuelve conjuntos de

estados en vez de un solo estado.

El AFN de la Figura 4.4 esta definido por: Q={qo, 91,92, 93}, 2 ={0,1}, F={q3},

S = Qo Y A contiene a las transiciones siguientes:

A(Q0,0) = {qo}
A(91,0) = {qz}
A(02,0) = {qa}

A(Qo,1) = {q1, qo}
A(q1,1) = {9z}
A(92,1) = {qa}

O resumiendo, el AFN y todos sus elementos se muestran en la siguiente tabla, por lo

que podemos afirmar que esta tabla representa completamente al autémata:

A
—Co
g4
gz
ds

*

0 1
{qo} { a1, qo}
{92} {92}
{qs} {9s}

%) %

Tabla 4.1
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Ejemplo 4
El diagrama de transiciones de la Figura 4.6 representa a un AFN.

Figura 4.6
Los elementos de dicho AFN estan contenidos en la tabla de transiciones 4.2:
A a b
—*qo {a1} %)
Qg1 %) {90,92}
Q2 {qo} %)
Tabla 4.2

El lenguaje que acepta este AFN esta dado por la expresién (ab U aba)*, esto se
visualiza facilmente analizando las dos trayectorias ciclicas que tenemos para
regresar al estado qp, pasando por el estado q;.

Para analizar una cadena, se elegira la opcion que mas convenga, si se trata de la
cadena w4 = aba, pasamos por el estado g, pero si la cadena es w, = abab, entonces
seleccionamos la transiciéon que va directamente de q1 a qo.

Analicemos este segundo caso, utilizando la funcién de transiciéon tenemos:

e A(do.a) ={q1}

e A({ai},b) = A(q1,b) = {qo, a2}

* A({90,92},a) = A({qo},a) U A({a2},a) = A(do.@) U A(q2,a) = {q1} U {do} = {qo, 01}

* A({90,91},0b) = A({go}.b) U A(fai},b) = A(qo,b) U A(gr,b) = & U {qo, g2} = {do, q2}-

De esta manera, para simplificar la secuencia de transiciones, resulta mas facil
escribir de modo resumido: A({qo},abab) = {qo, g2}, la cadena analizada es aceptada
debido a que en el conjunto final aparece qp que es un estado de aceptacion.

Entonces, observamos que es posible extender el dominio de la funcion de transicion
original por el siguiente: A; 29 x X" — 2%,
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Ejemplo 5

En el diagrama de la Figura 4.7, tenemos que el estado qo tiene dos transiciones
posibles para el simbolo 0 y otras dos para el simbolo 1, esto nos da la libertad de
elegir la que convenga a una secuencia dada, con el fin de poder llegar al estado de
aceptaciéon. No importa si una alternativa no nos conduce al estado de aceptacion,
mientras exista una que si nos lleve a tal estado.

¥

=

¥ ¥ 0.1
1 e
@/ '
Figura 4.7

Este AFN acepta cualquier cadena con un par de ceros consecutivos o con un par de
unos consecutivos.

La cadena w = 01001 presenta el siguiente arbol de posibles transiciones, nos basta
con que una de cuyas trayectorias nos conduzca al estado de aceptacion qs.

u—*(h] —*(h] —*(h] —H'Iu —*(h]

NONON NN

Qi< Qax (h?fhx a4z

h

Qs i"q}f Figura 4.8

Autdmatas Equivalentes

Dado que los AFNs son mas versatiles, es mucho mas frecuente encontrar que
algunos de ellos son equivalentes y en la mayoria de los casos no es facil determinar
cual de ellos es mejor. En general, se considera que un AFN es mejor a otro, si esta
mas cercano al comportamiento determinista, sin importar que tenga mas estados,
esto se explica porque es mas facil analizar las cadenas con ellos, de hecho, siempre
nos convendra encontrar un AFD equivalente para el analisis de cadenas.
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Ejemplo

Sean M y M, dos AFNSs sobre el alfabeto > = { a, b } que se muestran en la Figura
4.9. Se puede verificar facilmente que son equivalentes, porque ambos aceptan el
mismo lenguaje a’b’, pero definitvamente M, es mejor. jPor qué? Porque su
comportamiento es determinista, lo que permite analizar facilmente cualquier cadena,
mientras que el no-determinismo de M1 complica el analisis de cualquier cadena.

0

Aunque podemos considerar a un AFD dado como un caso particular de los AFNs y

a

M 4 q, a

)

Equivalencia entre AFN y AFD

Figura 4.9

B
Ll
B
Ll

¥

aper
&

sabemos que éstos ultimos son mas versatiles, esto no significa que los AFN sean
mas poderosos que los AFDs, esto se confirma demostrando que para cualquier AFN,
siempre existe un AFD equivalente que acepta el mismo lenguaje.

Ejemplo 1

Encontrar un AFD equivalente al AFN definido por el diagrama de transiciones
mostrado en la figura siguiente:

Figura 4.10

Es conveniente, primero, representar al AFN por medio de su tabla de transiciones
correspondiente, tal como se muestra a continuacion:

A 0 1
—*qo| { 90,91} {91}
of %) {90,941}
Tabla 4.3
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Ahora debemos definir a M’, el AFD equivalente a M, como sigue: cada uno de los
posibles estados de M’ correspondera a una combinacion de estados de M, de tal
forma que Q' = { [qo], [a1], [90,91], [<] }, donde el estado inicial es s’ = [qo], ¥y los
estados de aceptacidén son todos aquellos que contengan a qo, que es el estado de
aceptacion de M, es decir: F' = { [qo], [90,91] }. De esta manera, 6 queda definido por
las transiciones: 3([qo], 0) = [qo,q1], 8([qa], 1) = [a4], 6([a:], O) =[] y &([a4], 1) = [go,q1],
las cuales se obtienen directamente de la tabla 4.3.

Ademas, el estado [J] corresponde a un estado no deseado, por lo que sus
transiciones permaneceran en este estado: 5([], 0) = [D] y 6([<], 1) = [C].

Finalmente, para determinar las transiciones del estado [qo,q1], tenemos que observar
que se derivan de las siguientes transiciones en M:

* A({qo, 91}, 0) = A({qo}, 0) U A({q1}, O) = {qo,q1} U D = {qo, g1}
e A({qo, a1}, 1) = A({qo}, 1) U A({a1}, 1) = {a+} U {d0,91} = {qo, q1}

Dando como resultado las transiciones para el estado [qo,q1]: 3([00,94], 0) = [Qo,q1] ¥
8([90,91], 0) = [90,91], todo lo anterior se resume en la tabla 4 .4.

Aunque la nomenclatura suele parecer, al principio, algo confusa, como ultimo paso,
se sugiere renombrar a cada uno de los estados de M’ con nombres mas simples, por
ejemplo, se pueden renombrar asi: po = [qol, P1 = [Q1], P2 = [9o,a1] ¥ p3 = [C], tal como
se muestra el resultado en la Tabla 4.5.

o 0 1 0 1

—*[q0] | [d0,91] [91] —*Po| P2 of

[a1]| [<] [90,91] P1| P3 P2

*[90,94]| [90,91] | [9o,q1] *P2| P2 P2

(1] <] [<] P3| P3 P3
Tabla 4.4 Tabla 4.5

De esta forma, el diagrama de transiciones del AFD equivalente es el mostrado en la
figura 4.11. Haciendo un analisis del mismo, podemos ver que este automata acepta
todas las cadenas que tenga unos y ceros, con excepcion de w = 1 y de todas las
cadenas que inicien con el prefijo 10.
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Figura 4.11

Ejemplo 2

Encontrar el AFD equivalente del AFN visto anteriormente en la figura 4.3 y que
acepta el lenguaje a U (ab)*. Para ello, primero obtenemos su tabla de transiciones:

A a b
—do {91,092} @
*q1 %) %)
o] %, {93}
“d3 {2} %;
Tabla 4.6

Para obtener la tabla de transiciones del AFD equivalente, convertimos solamente la
primera fila de la tabla del AFN, correspondiente al estado inicial [qo], posteriormente
agregamos a la tabla las filas correspondientes a los estados [q1,92] Y [D], que son los
estados hacia donde se dirigen las transiciones de [qo]. Al poner las transiciones del
estado [q+,92], aparece como destino el estado [gs3], que corresponde a la cuarta fila
que se agrega a la tabla. Finalmente, al hacer esto, surge como destino el estado [q2],
que sera nuestra ultima fila a considerar, debido a que no surgen nuevos estados:

1) a b
—[aqo]| [91,92] (2]
*[a1,92] %) [q3]
[<] [<] [<]
“[a3] [g2] [<]
[a2] %) [a3]
Tabla 4.7
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Entonces el AFD equivalente esta dado por: Q' = { [qo], [91,92], [q2], [a3], [F] }, " = [q0]
y F' ={[as], [91,92] }, ademas de las transiciones de la tabla anterior, es facil verificar
que éste es el mismo AFD cuyo diagrama de transiciones aparece en la figura 4.2.

Observe que en la Tabla 4.7 no aparece el estado [q1], ya que éste no es accesible
desde [qo]. La forma en la que se construyo esta tabla permite que se obtenga un AFD
conexo, ya que se excluyen los estados aislados que aparecerian por otros métodos,
sin embargo, el procedimiento no nos garantiza obtener al AFD minimo equivalente.

Transiciones épsilon

Las transiciones épsilon son aquéllas que no dependen de ninguna entrada, ni
consumen ningun simbolo para efectuarse y se denotan con el simbolo ¢.

Ejemplo 1

Los dos Automatas M4 y M, de la figura siguiente, son equivalentes, pero My emplea
una transicidon ¢ para acceder al estado de aceptacion, de manera no determinista,
mientras que My es un AFD:

Ejemplo 2

Figura 4.12

El siguiente AFN con transiciones épsilon acepta cualquier cantidad de Os o ninguna,
seguida de cualquier cantidad de 1s y luego cualquier cantidad de 2s. Es decir acepta
el lenguaje dado por la expresién regular: 0*1*2*,

= =
U Figura 4.13

La funcion de transicion d, de un AFN con transiciones épsilon se define de la
siguiente manera: d:Q x (X U £)— 2%, que como podemos ver, es ligeramente distinta
a la de la funcioén A de los AFNs sin transiciones épsilon.

La tabla de transiciones del AFN anterior se muestra a continuacion, en ella se incluye
una columna adicional para las transiciones épsilon, como si fuera un simbolo mas:
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d 0 1 2 €
—>qo| {90} %) %) {a}
of %) {a1} %) {92}
*q2 %) %) {2} %,
Tabla 4.8

De hecho, de forma semejante a lo que hicimos con las funciones de transicion
anteriores, podemos extender el dominio de esta funcién asi d:2%x >* 5 29

La cadena 002 es aceptada por este AFN, porque equivale a 00se2 y la secuencia de
transiciones para este caso seria:

0 0 £ £ 2
QU—E*QH—E*QD——*Q1——*QQ——*QEw

a4 a4
S
Qz<  Yzx
Ejemplo 3

Ahora consideremos el AFN M4, mostrado en la Figura 4.14, que acepta al lenguaje
(ab U aba)*, y el cual es equivalente a My, en la Figura 4.15, que es un AFN sin
transiciones épsilon.

Fiqura 4.14 Fioura 414

Equivalencia entre AFNs con y sin transiciones ¢

A continuacion veremos una metodologia para encontrar un AFN equivalente que no
tenga transiciones épsilon, para ello, primero debemos definir la Cerradura épsilon de
un estado q; de la siguiente manera:

C(am) = {gn € Q| gn es accesible desde gm sin consumir ningun simbolo}

Por definiciéon qn siempre esta contenido en su propia cerradura C(qm), ya que no
necesita de ningun simbolo para acceder a si mismo.
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Las transiciones del AFN equivalente sin transiciones épsilon se definen utilizando la
fébrmula que sigue, en donde se aplica dos veces la cerradura épsilon, antes y
después de cada transicion:

A(dm, o) = C(d(C(am), o))
Ejemplo 1

Considere el AFN cuyo diagrama de transiciones se muestra en la Figura 4.16, y que
podemos representar por medio de la Tabla 4.9 de la derecha:

d a b g
—Q| O %) {a:}
qi| {92} {a} %)
Q2| O {qo} {qo}
Tabla 4.9

Figura 4 16

Podemos aplicar la féormula de la cerradura desde la tabla o analizando el diagrama,
de cualquier forma, se deben obtener las siguientes cerraduras épsilon:

* C(qo) = {g0,91}

o C(a1) ={a1}

e C(a2) = {qo,a1,02}

Las transiciones para construir el AFN sin transiciones épsilon se obtienen asi:

e A(qo, @) = C(d(C(qo), a)) = C(d({qo,q1}, @)) = C(d(qo, @) U d(q4, @)) = C(D U {q2}) =
2) = {00,91,02}

C(q
o, b) = C(d(C(qo), b)) = C(d({qo,q1}, b)) = C(d(qo, b) U d(a1, b)) = C(D U {a}) =
C(a1) ={a1}

A(

(91, @) = C(d(C(ax), a)) = C(d(a1, a)) = C(q2) = {qo,q1,q2}
(91, b) = C(d(C(an), b)) = C(d(q1, b)) = C(a1) = {q1}
A(Q2, a) =
A(

o o
> B

92, C(d(C(a2), a)) = C(d({q0,a1,92}, @)) = C(d(qo, &) U d(a1, a) U d(qz, a)) =
C(D U{q2} U D) = C(q2) = {qo,q1,q2}

02, b) = C(d(C(qz), b)) = C(d({q0,91,02}, b)) = C(d(qo, b) U d(q1, b) U d(gz, b)) =
C( U {a1}U {qo}) = C(q1) U C(qo) = {a1r} U {qo,q1} = {do,q1}

Resumiendo, las transiciones obtenidas se muestran en la tabla 4.10:
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A a b
—qo|  {d0,91,92} {q1}
d1|  {90,91,92} {a}
*d2|  {90,91,92} {90,91}
Tabla 4.10

Se deja como ejercicio construir el diagrama de transiciones, asi como encontrar el
AFD minimo equivalente.

Ejemplo 2

Encontrar el AFN sin transiciones épsilon equivalente al AFN cuyo diagrama de
transiciones se muestra en la figura 4.17:

Figura 417

Del diagrama anterior podemos obtener las cerraduras épsilon respectivas, la unica
que no resulta ser una identidad es la correspondiente al estado q1: C(q1) = {q1,94}-

La funcion A del AFN sin transiciones épsilon se obtiene con la formula antes vista y
sus resultados se muestran en la tabla 4.11, siguiente:

A a b
—*qo {91, Qa} %,
of %) {go0, 92, a3}
Q2 %) {ga}
as {qo} %)
(o} %) {90, q3}
Tabla 4.11

La grafica del diagrama de transiciones correspondiente se muestra en la figura 4.18 a
continuacion, obsérvese que todas las transiciones no-épsilon del AFN original se
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preservan y solamente surgen las nuevas transiciones que se agregan a cambio de
las transiciones épsilon que se eliminaron, con objeto de que el AFN obtenido sea
equivalente.

Figura 4.18

En algunas ocasiones, surgen transiciones nuevas que resultan redundantes y en
otras ocasiones podemos obtener, como resultado, que algunos estados se queden
aislados o bien, que se conviertan en estados no deseados, para reducir estos
inconvenientes, recomendamos que antes de aplicar el procedimiento descrito, se
empleen los siguientes criterios, cuando sea posible.

Criterios de Simplificacion

Criterio 1

Si la unica entrada de un estado qx, sea o no de aceptacion, pero que no es el estado
inicial, es una transicion épsilon, proveniente desde un estado q, cualquiera, entonces
gk se fusiona a qp.

Ejemplo

En el siguiente ejemplo se muestra como se aplica el criterio, fusionando el estado g
al estado qop y el estado g3 al estado qs4, quedando un AFN sin transiciones épsion.

Figura 4.19
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Criterio 2

Si la unica salida de un estado gk, que no es de aceptacion, es una transicidon épsilon,
hacia un estado q, cualquiera, entonces qx se fusiona a q,, este criterio también es
valido cuando ambos estados, qk y gn, son de aceptacion.

Ejemplo

En el siguiente ejemplo se muestra como se aplica el segundo criterio, fusionando el
estado q; al estado g4, quedando un AFN sin transiciones épsion.

Figura 4.20

Criterio 3

Si un estado de aceptaciéon qx tiene varias entradas, una de las cuales es una
transicion épsilon desde el estado q,, y no tiene salidas de ningun tipo, entonces qx se
subdivide en dos estados de aceptacion equivalentes q«’ y qk”, el primero tendra a la
transicion épsilon proveniente de g, como unica entrada y el otro a las demas
entradas, con objeto de poder aplicar posteriormente el primer criterio y fusionar qx’ a
gn, convirtiéndolo en estado de aceptacion.

El resultado final se puede resumir en que la transicion épsilon se elimina a cambio de
convertir al estado g, en un estado de aceptacion, como se muestra en la Figura 4.21:

Figura 4.21
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Ejemplo 1

Considere el AFN cuyo diagrama de transiciones se muestra en la figura 4.22:

r

Figura 4 .22

Aplicando el criterio 1, fusionamos al estado g, con el estado qi. Posteriormente
aplicamos el criterio 3 en q1, que ahora ya es un estado de aceptacion y que no tiene
salidas, transformando a los estados qop ¥ q4 en estados de aceptacién, g4 se elimna al
quedar aislado cuando se descarta la transicion épsilon, resultando el siguiente AFN
sin transiciones épsilon:

Figura 4.23

Ejemplo 2

Utilice los criterios anteriores para eliminar las transiciones épsilon del AFN cuyo
diagrama de transiciones se muestra en la Figura 4.24.

Antes de poder aplicar los criterios, veamos que es posible eliminar a los estados q4 y
a gs, puesto que se trata de estados no deseados. Hacer esto nos abre la posibilidad
de aplicar el criterio 2, para fusionar al estado g3 con el estado g4, quedando el AFN
con una transicion épsilon, pero que ya no es posible simplificar por medio de los
critrerios, y es el que se muestra en la Figura 4.25:
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Figura 4.24

Figura 4.25

Y aplicando el procedimiento antes visto, para eliminar la transicion épsilon restante,
obtenemos finalmente el AFN mostrado en la figura 4.26:

Figura 4.26

Automatas Finitos Generalizados

En la pagina 53 se mencioné que la funcion de transicion de los AFNs con
transiciones épsilon se podia generalizar de la siguiente manera: d:2% x ¥* — 29 Esto
nos permite suponer que también es posible construir automatas finitos en los que
cada transicion esté definida por una cadena de simbolos y no por uno solo nada mas.

A este tipo de autdmatas les denominamos Autdématas Finitos No Deterministas
Generalizados (AFNG).
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Un AFNG puede tener cada transicion etiquetada por una cadena, e incluso por una
expresion regular mas compleja, por tanto, debe poder leer cualquier cantidad de
simbolos antes de efectuar cada transicién.

La figura 4.27 muestra un AFNG que acepta el lenguaje regular ab (bab)* ba,

Fauma 4.4

Ejemplo Practico

Hay una Fabula que nos cuenta de un hombre que vivia a la orilla de un rio y tenia
que atravesarlo para ir a la ciudad. En una ocasion debia llevar un lobo, un borrego y
un repollo, para cruzar el rio poseia un pequefio bote donde solamente cabe él con
uno de los animales o con el repollo, por lo que debia cruzar varias veces el rio para
pasar a todos ellos al otro lado. Sin embargo, no podia dejar el lobo con el borrego
porque se lo comeria, por lo mismo, tampoco podia dejar al borrego con el repollo. El
objetivo consiste en representar un diagrama de estados que nos permita saber como
puede el hombre finalmente cruzar el rio sin que el repollo o el borrego sean
devorados.

Los posibles estados se denotan como las combinaciones de las cuatro letras
separadas por un guion, indicando de cual lado del rio se encuentra cada personaje,
de este modo tenemos:

Estado inicial: [BRHL- &J] (cuando los cuatro estan del lado donde esta la casa)
Estado final: [© - BRHL] (cuando los cuatro pasaron al otro lado del rio)
Algunos estados intermedios validos son: [RL — BH], [RHL — B], [L — BRH], etc.

Los estados inaceptables serian: [RH — BL], [BR — HL], [BL — RH] y [HL —BR], porque
nos conducirian a estados no deseados como: [RH — L], [B — HL], etc.

A continuacion se presenta el diagrama de transiciones correspondiente, sin mostrar
los estados inaceptables o no deseados, a fin de darle mayor claridad al mismo, Los
simbolos del sistema son: h — cuando el hombre viaja solo, | — cuando viaja con el
lobo, b — cuando viaja con el borrego y r — cuando viaja con el repollo.
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Figura 4.28

Como puede observarse, existen dos soluciones minimas, y podemos denotarlas
como: bhlbrhb y bhrblhb.

Preguntas

a) Dado M, un AFD que acepta al lenguaje L(M), ¢ Como es posible construir un AFN,
a partir de M, que acepte todas cadenas que sean sufijos de w para todo w € L(M)?

b) ¢ Para qué casos se cumple que un AFN con transiciones épsilon acepta la cadena
vacia?

c) ¢Existen ventajas o desventajas al emplear AFNs en vez de AFDs en el
reconocimiento de lenguajes?

d) ¢ Es mas sencillo construir un AFD que un AFN a partir de una ER dada?

Ejercicios Capitulo 4

4.1 Construir un AFN que acepte cada uno de los lenguajes regulares siguientes,
donde su alfabetoes > ={0, 1 }:

a) Las cadenas que tienen solamente dos ceros, los cuales estan separados por
una cadena de unos de longitud multiplo de 4.

b) Las cadenas en las que el quinto simbolo contado desde el final sea un 1.
c) Las cadenas que contengan a la secuencia 101.
d) El lenguaje descrito por la expresion regular (00)*(11)*
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4.4
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Construir el AFN que acepte el lenguaje (a U b)* aba, encontrar el AFD minimo
equivalente.

Determine si los AFs dados en cada uno de los incisos de la siguiente figura, son
0 no son equivalentes:

a) a b a b
SR S

b)
a
S
a
) a
-
g b

2 g a:b g a:b b:
& a

L e e G -G o
& b a Figura 4.29

Encontrar el AFD minimo equivalente a cada uno de los AFNs siguientes:

a
) & %a,b b
b Figura 4.30

0,1 0
Figura 4.31

Figura 4.32

Figura 4.33

Figura 4.34

71



4.5
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4.7
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Encontrar el AFD minimo equivalente para los siguientes casos:
a) Al AFN representado por la Tabla 4.10

b) Al AFN mostrado en la Figura 4.23

c) Al AFN mostrado en la Figura 4.26

d) Al AFN mostrado en la Figura 4.18

Encontrar el AFN sin transiciones épsilon equivalente al mostrado en la Figura
4.13, posteriormente encontrar el AFD minimo equivalente.

Encontrar un AFN sin transiciones épsilon equivalente, posteriormente encontrar
un AFD equivalente, finalmente encontrar el AFD minimo equivalente para cada
uno de los automatas mostrados en las figuras siguientes:

a) ) a
b Figura 4.35
b)
Figura 4.36
c)
Figura 4.37
d) a
b
a
Figura 4.38
e)
Figura 4.39
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f)

Figura 4.40
g)

Figura 4.41
h)

Figura 4.42
i)

Figura 4.43
j)

Figura 4.44

4.8 Encontrar un AFD equivalente al AFNG representado en la siguiente figura:

ab bab
M Figura 4.45
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Automatas Finitos y Expresiones
Regulares

Se analizan los procedinsientos para construir Autimatas, a partir de las expresiones regulares de los lenguajes que
deben ser aceptados por ellos y los miétodos para encontrar la expresion regular de un lenguage a partir de un Antonata
Finito dado,

Construccion de Automatas

Para construir autdmatas a partir de expresiones regulares, podemos iniciar con los
casos mas sencillos, los cuales se muestran en la Figura 5.1. Posteriormente
podremos construir otros mas complejos con base en las operaciones de union,
concatenacion y cerradura. Por razones de simplicidad, podemos suponer, sin perder
generalidad, que cada autdmata en este capitulo debera poseer un solo estado final.

Figura 5.1

Supongamos que M1 = (Q1, 21, A1, Qo, F1) y M2 = (Q2, 22, A2, po, F2), son dos AFN que
aceptan los lenguajes L1 y L, respectivamente, entonces podemos construir un nuevo
AFN M3 = (Qs, 23, A3, qo’, F3), que acepte al lenguaje unioén, Lz = Ly U Ly, a partir de My
y My, afadiendo un nuevo estado inicial qo° y dos nuevas transiciones ¢, que vayan de

Unién
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Qo' a los estados iniciales qo y po, respectivamente, asi como también afadimos un
unico estado final g7 unido desde qr y desde p; por medio de dos transiciones «.

De esta forma tenemos que M3 esta dado por Q3 = Q1 U QU {0, af }, 23 = 21 U 22,
Fs = {gr}, donde qo’ es el nuevo estado inicial y A; se define de tal forma que incluya
todas las transiciones de A y A, mas las cuatro transiciones épsilon: A(qo’,€) = {Qo, Po},
A(gre) ={af } y Alpre) = { af }, tal como se ilustra en la Figura 5.2.

Figura 5.2

Ejemplo

Sean My y My, los AFNs que aceptan los lenguajes L(M4) = ab* y L(My) = a*b,
respectivamente, entonces el AFN M3, obtenido a partir de M4 y My, acepta el lenguaje
L(M3) = ab* U a*b, tal como se muestra en la siguiente figura:

4 .
b

Figura 5.3

Una vez construido el diagrama de transiciones de M3, se pueden utilizar los criterios
vistos en el capitulo anterior, asi como el procedimiento de la Cerradura épsilon para
eliminar las transiciones épsilon y obtener un AFN mas sencillo.
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Concatenacion

Supongamos que M1 = (Q1, 21, A1, Qo, F1) y M2 = (Q2, 22, A2, po, F2), son dos AFN que
aceptan los lenguajes L4 y L, respectivamente, entonces podemos construir un nuevo
AFN llamado M3 = (Qs, 23, A3, Qo, F2), que acepte al lenguaje L3z = L4 - Ly, colocando
primero a My con su estado inicial qo y enseguida se enlaza con M, afiadiendo una
transicion & que vaya del estado de aceptacion gsde M4, que dejara de serlo, al estado
inicial po de My, que también deja de serlo.

De esta forma tenemos que el nuevo AFN Mgz, con alfabeto Y3 = Xy U Y, esta dado
por Qs = Q¢ U Q2, donde qp es el estado inicial y A; se define de tal forma que incluya
todas las transiciones de A1 y Ay y la nueva transicion A(grne) = { po }, tal como se
ilustra en la Figura 5.4.

Figura 6.4
Ejemplo

Sean My y My, los cuales aceptan los lenguajes L(M{) = ab* y L(My) = (ab)*,
respectivamente, entonces el AFN Mg, obtenido a partir de M1 y My, acepta el lenguaje
L(Ms3) = ab*(ab)*, tal como se muestra en la siguiente figura:

Figura 8.4
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Cerradura

Supongamos que M¢ = (Q4, 21, A1, qo, F1) es un AFN que acepta el lenguaje L(My),
entonces podemos construir un nuevo AFN Ms, que acepte al lenguaje L(M3) = L(M1)*
agregando un nuevo estado inicial qo’, el cual también sera el estado de aceptacion
(de tal forma que acepte la cadena vacia) y se agrega una transicion € que vaya de qo’
a qo (el estado inicial de M1). Finalmente se cierra el ciclo con otra transicién ¢ desde
gr, el estado de aceptacion de M4, que dejara de serlo, al nuevo estado qq'.

De esta forma tenemos que el AFN M3 = (Q3,21,A3,90,F3) viene dado por F3 = { qo’ },
Qs = Q1 U{qo }, donde qo’ es el estado inicial y A3 se define de tal forma que incluya
todas las transiciones de A1 y las nuevas transiciones A(qo’,e) = { o } ¥ A(are) ={qo },
tal como se ilustra en la Figura 5.6.

Figura 5.6

Ejemplo

Sean My, el cual acepta el lenguaje L(M1) = a U b, entonces se tiene que el AFN M3,
obtenido a partir de M4, acepta a L(M3) = (a U b)*, tal como se muestra en la siguiente
figura:

Figura a.7

Aplicando los criterios 1 y 2, se puede reducir el diagrama de transiciones de M3
anterior, para obtener el siguiente AFD equivalente sin transiciones épsilon:

a,b

M 3
Figura 5.8
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En conclusion

Dada cualquier expresion regular, podemos construir un AFN que acepte el lenguaje
representado por ella, aplicando las técnicas anteriores, por lo tanto, se concluye que
todo lenguaje regular es aceptado por algun automata finito.

Ejemplo 1

Para construir un AFN que acepte el lenguaje 010 U 10*, podemos partir de los dos
autdmatas basicos para cada una de las expresiones que aparecen en la unién, como
se ilustra en la Figura 5.9.

0 Y o
@ q q
@

¥

0
Figura 5.9

B
-
I
-

Luego construimos el automata correspondiente a la unién de las dos anteriores, tal
como se muestra en la Figura 5.10.

Figura a1

Ejemplo 2

Para construir un AFN que acepte el lenguaje (ab U b*)*ba U (ab)*, debemos empezar
por construir un autdmata para la expresién que aparece en el primer paréntesis,
luego hacer la cerradura de Kleene, el resultado se concatena con el autémata para el
sufijo ba y finalmente hacemos la union con el autbmata que acepta a la expresion
(ab)*, debiendo llegar a un resultado semejante al que se ilustra en la Figura 5.11, se
deja como ejercicio la simplificacion de este AFN, eliminando las transiciones épsilon,
para llegar a una representacion mas compacta.
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Figura .11

Obtencion de Expresiones Regulares

Ya vimos que dada una ER, es posible construir algun AFN que acepte el lenguaje
respectivo, ahora vamos a ver, por medio de un método algebraico, que siempre es
posible obtener una expresion regular del lenguaje aceptado por M, un AFN dado
cualquiera. Para ello, primero debemos definir los lenguajes sufijos del lenguaje
buscado L(M).

Sea M = (Q, 2, A, s, F) un AFN, entonces podemos definir a A; como el conjunto de
las cadenas sobre 2. que hacen que M pase desde un estado g; hasta algun estado de
aceptacion, esto es:

A={weX*|A(q,w)eF}

Es decir, A representa al lenguaje aceptado por el AF si suponemos que q; es el
estado inicial, en especial, se tiene que para el estado inicial qo se cumple que Ay
representa al leguaje buscado: L(M).
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Ejemplo

Obtener la expresion regular del lenguaje aceptado por el AFD representado por el DT
mostrado en la Figura 5.12:

ab

::l:l5

Figura a1z

Aplicando la definicion anterior para los estados de este AFD, se obtiene que:

L A5=@
e Ay=c¢
o A3=b*a

e Ab=aUb%a=Db*a, etc.
A cada paso podemos observar que la obtencion de A; es mas compleja, por lo que se

puede apreciar que es mas conveniente hacer este mismo analisis algebraicamente.

Si para el estado g; hay una transicion del simbolo a hacia el estado g; y una transicion
del simbolo b hacia el estado qx, entonces se plantea la siguiente ecuacién para el
lenguaje Ai: Ai = aA; U bAx. Puesto que A; y A¢ son dos sufijos de A.

Ademas, debemos tomar en cuenta que si el estado q; es un estado de aceptacion,
entonces hay que agregar el término independiente adicional ¢.

Para el AFD mostrado en la Figura 5.12, tenemos que se obtiene el siguiente sistema
de ecuaciones:

Ao = aA U bA3 A1 =2aA3 U DbA
A =aA4 U bA3 Az =aA4s U bA3
As=¢UaAs U bAs As = aAs U bAs
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Para resolver este sistema de ecuaciones se parte del hecho que la Unica solucion
posible para As es el lenguaje vacio, J, ya que As aparece en todos los términos de la
ecuacion. (Como una referencia, considere el analogo algebraico x = 2x + 4x, que
tiene como unica solucién a x = 0).

Ahora sustituyendo As en la ecuacion de A4, nos queda simplemente que A4 = ¢, Y Si
reemplazamos este valor en la ecuacién de A; queda: A; = a U bAs.

Para resolver este tipo de ecuaciones, en las que el mismo elemento A; aparece en
ambos lados de la ecuacion, aplicamos el resultado del siguiente lema:
Lema de Arden

Una ecuacion de la forma A = rA U s, tiene como solucion unica a: A =r*s, donde r y
s son dos expresiones regulares cualesquiera que no contienen a A.

Entonces, continuando con la solucion de nuestro problema, resolvemos la ecuacion
de A; aplicando el lema de Arden y obtenemos que: Az = b*a.

A partir de ahi se obtiene por substitucion: A = a U bb*a = a U b*a = b*a. (No es
sorprendente que A, sea igual a Az, pues ambos tienen la misma ecuacion, esto se
debe a que ambos estados gz y g3 son equivalentes).

Luego obtenemos A1 = a(b*a) U b(b*a)=(auUb )b*a

Y finalmente, si substituimos A4 y Az en Ay, se tiene que el lenguaje buscado es:
L(M) =Ap=a(aUb)b*aUbb*a=(aaUab Ub)b*a

Ejemplo 2

Encontrar la ER del lenguaje aceptado por el AFD mostrado en la Figura 5.13:

a a,b
. a,b .
qn b "' = qz
Figuraa13

A partir del diagrama obtenemos el sistema de ecuaciones siguiente:

Ao = aAg U bA;
A1 =cUDbAyU aA;
Az = aAs U DbA
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Para resolverlo, podemos ver de que: A, = J, y a partir de ahi, se obtiene que: A1 = g,
por tanto queda: Ay = aAo U b, y resolviendo por medio del Lema de Arden, resulta:

L(M) = Ao = a*b.

Ejemplo 3

Encontrar la ER del lenguaje aceptado por el AFD representado por el DT mostrado
en la figura 5.14:

Figura 5.14

Analizando las transiciones en cada uno de los estados del diagrama, obtenemos el
siguiente sistema de ecuaciones:

Ao = aAq U bA3
A1 =bA; U aA;
Az =cUaA; UbA;
Az = aAz U bAs3

Partiendo del hecho que: A; = J, se obtiene que: A, = ¢ U @Ay que As = bA, por lo
tanto A, = ¢ U abA,. Esta ecuacion se resuelve por medio el Lema de Arden,
obteniéndose que A; = (ab)* y posteriormente, sustituyendo esta expresién en A4, se
obtiene el siguiente resultado: A1 = b(ab)* y de ahi se llega a que la expresion
buscada esta dada por:

L(M) = Ao = aA; = ab(ab)* = (ab)".

Dado que el método algebraico es aplicable igualmente a AFDs que a AFNSs,
podemos facilitar su aplicacion si desde un inicio descartamos a los estados no
deseados que se detecten, ya que no aportan nada a la solucion del problema, tal
como se observa en el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 4

Dado el AFD de la figura 5.15, encontrar la expresion regular del lenguaje que
representa.

Figuraa.1a

Analizando el diagrama, se observa que podemos descartar a gz, debido a que se
trata de un estado no deseado, por lo que se obtiene el siguiente sistema de
ecuaciones reducido:

Ao =¢UaA1UDbA;

A =aAo

A, = bAg
Se deja al lector la tarea de resolverlo, y de que verifique que la respuesta del sistema
de ecuaciones anterior es: Ag = L(M) = (&% U b? ).
Ejemplo 5

Dado el AFN mostrado en la figura 5.16, encontrar la expresion regular del lenguaje
que acepta.

Figura 5.16
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Analizando el diagrama, obtenemos el sistema de ecuaciones siguiente:
Ao = e U aA1 UbA;
A1 =DbAg
Az = aAq

Se deja al lector la tarea de resolverlo, y que verifique que la respuesta del sistema de
ecuaciones es: Ap = L(M) = (ab U bab )*.

Simplificacion de AFNGs

Otro método para obtener la expresion regular a partir de un AF que es de especial
interés consiste en la simplificacion de AFNGs por medio de un algoritmo que permite
ir eliminando de estado en estado, hasta reducirlo a solamente dos, el inicial y el final
y una sola transicion entre ellos etiquetada por la expresién regular.

Para facilitar la aplicacion de este algoritmo, se parte de los siguientes supuestos:

e El estado inicial no tiene transiciones de entrada, solo de salida.

¢ El estado de aceptacion es unico y no tiene transiciones de salida.

e La funcidn de transicion dual se define como §’: Q x Q —» >,

Algoritmo

Dado un AF cualquiera, que acepta un lenguaje L, debemos verificar primero que se
satisfacen las condiciones arriba mencionadas, en caso contrario se afiaden uno o
dos estados mas segun se requiera.

1. Si el numero de estados del AF actual es n = 2, la etiqueta de la transicion es la
expresion regular.

2. Sin > 2, entonces se selecciona un estado intermedio q; y se elimina, redefiniendo
las transiciones de para cada pareja de estados q; y gk que tengan transiciones
hacia y desde q;, respectivamente, de la siguiente forma: &'(q;,qx) = r1 r2* ra U rs,

donde: rq = 8(q;,qi), r2 = 8'(93,qi), r3 = 8'(9i,qk) Y 4 = 8'(q;,qk)-

(Se recomienda eliminar preferentemente al estado en el que resulte el menor
producto del numero de entradas por el numero de salidas)

3. Se repite el proceso.
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El paso 2 lo podemos representar graficamente por medio de la siguiente figura:

Figura 517

Ejemplo

Encontrar la expresién regular del lenguaje aceptado por el siguiente AFN:

Figum &.18

Como se cumplen las condiciones exigidas por el algoritmo, podemos elegir uno de
los estados para eliminarlo, en este caso, iniciamos quitando a qi, puesto que
solamente tiene una transicion de entrada y una de salida.

Rgurs 610

Observe que el resultado de eliminar a g es equivalente a la aplicacion del criterio 1
para la eliminacion de transiciones épsilon, que se vio en el capitulo anterior.
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Ahora conviene eliminar a g4, que tiene dos transiciones de salida por una sola de
entrada, por lo que hay que considerar dos combinaciones al aplicar el algoritmo,
8’(92,92) = (ba)* y 6'(g2,93) = € U b, tal como se ilustra en la Figura 5.20:

Fgure 5.2
A continuacion procedemos a eliminamos el estado gz, que solo tiene una entrada y

una salida.

o q alUa{ba)*{sUb)
]

Figura 5.H

Finalmente eliminando el estado g3 resulta la expresién regular buscada:

_@ {aUa(ba)*(sUb))b L

Por todo lo expuesto en este capitulo, se puede afirmar que para cada Automata
Finito M, existe una Expresion Regular r para la cual L(r) = L(M) y viceversa, lo que
concluye Kleene enunciando el siguiente teorema:

Teorema de Kleene
Un lenguaje es regular si y solo si es aceptado por un automata finito.

En la Figura 5.23 se resume graficamente lo que hemos realizado en estos dos
capitulos sobre la convertibilidad que existe entre los AFs y las ERs. Primeramente,
dada cualquier ER, podemos construir un Autémata Finito No Determinista con
transiciones épsilon, posteriormente podemos encontrar un AFN equivalente sin este
tipo de transiciones, para que de ahi, encontremos un AFD equivalente y por otro
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lado, dado un AFD, podemos ser capaces de encontrar la Expresion Regular del
lenguaje aceptado por éste.

[ it | |

[ Autématas Finitos }

No Deterministas

{ Autdmatas Finitos
con transiciones &

l (| J

Regulares J
Figura 5.23

Preguntas
a) ¢ Existe algun Lenguaje Regular que no pueda ser aceptado por algun AFN?

b) ¢ Existe algun AFN que reconozca a un lenguaje que no sea regular?

c) ¢Es necesario el empleo de las transiciones épsilon para construir AFs a partir de
una Expresion Regular dada?

d) ¢ Por qué, dado un AFN, es conveniente encontrar un AFD equivalente?
e) ¢, Por qué es util el empleo de los AFNs?

f) El método algebraico para encontrar ERs ;es mas confiable que el método de la
simplificacion de AFNGs?

g) ¢ Por qué se necesita anteponer un estado inicial y de aceptacion para construir un
AFN que acepte la cerradura de Kleene de un lenguaje L?

Ejercicios Capitulo 5

5.1 De acuerdo con las técnicas descritas para la construccion de autdomatas,
construir los AFN que acepten cada uno de los siguientes lenguajes:

a) (aU b)* U (aba)*
b) ((ab U aab)*a*)*
c) (baub)* U (bbua)*
d) ((a*b*a*)*b)*
e) (ab U abb U aba)*
5.2 Dados los lenguajes L1 = ay L, = ab*c, construir:
a) Un AFN que acepte el Lenguaje Ly - Lo U Lt*
b) Otro AFN que acepte el Lenguaje L - Ly U Ly*
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5.3 Sean M1 = (Q‘], Z‘], F‘], S1, A1) y M2 = (QZ’ 22’ FZ! 821 AZ)! donde Q1 = { qO, q1! QZ }’

21 ={a,b}, F1 ={qo}, 81 = qo, Q2 = {po, p1, P2, P3}, 22 = {0,1}, s1 = po, F2 = { po, p1},
A1y Ay dados en la tablas 5.1y 5.2:

A a b Ay 0 1
—*qo| {a1, 92} %) —*Po {p1} %)
of %) {0} *P1 %) { p2, ps}
Q2 {qo} {2} p2 {p1} %)
Tabla 5.1 P3 {p2} %
Tabla 5.2

a) Obtener un AFN que acepte el lenguaje L(M+) - L(M2).
b) Obtener un AFN que acepte el lenguaje L(My) - L(M+)?.
c) Obtener un AFN que acepte el lenguaje L(M1)? U L(M).

5.4 Dado el AFN mostrado en la Figura 5.24, encontrar la expresion regular del
lenguaje que acepta.

Figura a.24

5.5 Dado el AFN mostrado en la Figura 5.25, encontrar la expresion regular del
lenguaje que acepta.

Qa Qb Q
a Figura 5.24

5.6 Sean Myy My, los AFNs mostrados en las Figuras 5.24 y 5.25.
a) Obtener un AFN que acepte el lenguaje L(M+) - L(M2).
b) Obtener un AFN que acepte el lenguaje L(M2) U L(My).

5.7 Dados los AFDs mostrados en las figuras 3.12, 3.13, 3.14, 3.16 y 4.11, obtener
la expresion regular del lenguaje que acepta cada uno de ellos.

5.8 Dados los AFDs mostrados en las figuras de la 5.26 a la 5.31, encontrar la
expresion regular del lenguaje que acepta cada uno de ellos.
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b)

d)

a b N a a,b

Dados los AFNs mostrados en las figuras de la 5.32 a la 5.34, encontrar la

expresion regular del lenguaje que acepta cada uno de ellos.

Figura 5.26

Figura 5.27

Figura 5.28

Figura 5.29

Figura 5.30

Figura 5.31

Figura 5.32
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Figura .33

Figura .34
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Gramaticas Regulares

Se define el concepto de Gramadtica Regular y su equivalencia con las expresiones regulares y con los antdmatas finitos.
Se introduce el concepto de Graniticas Regulares Reversas y su relacion con el 1_enguage Inverso,

En los capitulos anteriores hemos empleado a los Diagramas de Transiciones como
una representacion Grafica de los AFs para el reconocimiento de lenguajes, pero
éstos también pueden ser utilizados para representar a un dispositivo generador de
cadenas para un lenguaje dado; de tal manera que partiendo de una cadena vacia, se
le van a ir concatenando simbolos en la medida de que se recorren las distintas
transiciones que forman una determinada trayectoria sobre el Diagrama, desde el
estado inicial hasta algun estado final (al que ya no llamariamos de aceptacion).

Ejemplo 1

El Diagrama de Transiciones mostrado en la figura 6.1 representa al lenguaje regular
L=a(@ ub*)b=abuyab”.

a b

¥ ¥

(&—0©

Aplicando el método descrito se puede generar cualquier cadena perteneciente al
lenguaje citado, tal como se ejemplifica a continuacion.

Figura 6.1

La secuencia de transiciones que genera la cadena w = aaab, es la siguiente:

s& A A A C
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Obsérvese que se han nombrado a los estados con las letras mayusculas S, A, By C,
en vez de la notacion empleada para los AFs, esto se hace para poder introducir una
nueva simbologia.

Simbdlicamente podemos representar la generacion de cada uno de los simbolos por
medio de las siguientes Reglas de Sustitucion o Producciones:

S —>aA
S —>aB
A— aA
A —>DbC
B —> bB
B—bC

C — ¢ (por ser un estado de aceptacion)

La primera de estas reglas se interpreta como que la transicion del estado S al estado
A nos genera el simbolo a. La flecha — expresa que S “Es sustituido por” o “produce”
la cadena aA, de modo que podemos utilizar esta regla cuando tengamos al simbolo S
en una cadena, el cual puede ser sustituido por la expresidn que aparece a la derecha
de la flecha.

El proceso de generar una cadena se llama Derivacion, y parte de un simbolo inicial
representado por S. Por lo tanto, la cadena w = aaab se puede generar por medio de
las reglas anteriores. De este modo, si partimos del simbolo inicial S y aplicamos la
primera regla, obtenemos aA, y si luego se aplica en dos ocasiones la tercera regla,
podemos obtener aaaA, luego empleamos la cuarta regla para obtener aaabC y
finalmente la ultima regla para terminar en aaab.

Este proceso se puede describir de manera compacta asi:
S = aA = aaA = aaaA — aaabC = aaab

Donde la doble flecha = significa genera o deriva. Los simbolos en minusculas son
los elementos de nuestro alfabeto > y se les conoce como Simbolos Terminales,
mientras que las letras mayusculas se denominan Simbolos No Terminales (SNT),
debido a que solamente aparecen durante el proceso de la derivacion, pero no
pueden figurar en una cadena finalizada, ademas, éstos son los simbolos que pueden
ser reemplazados aplicando alguna de las reglas de sustitucion disponibles.
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Asimismo, podemos utilizar la barra vertical | (Que significa 0) para agrupar de forma
compacta a las reglas de sustitucion de cada SNT. Y si ademas reemplazamos el
simbolo C por su valor g, el conjunto de reglas anteriores se representa asi:

S—»>aA|aB

A—aA|b

B—->bB|b

Definicion de Gramatica

Una Gramatica es la cuarteta G = (N, 2., S, P), donde X es un alfabeto de Simbolos
Terminales, N es la coleccion de Simbolos No Terminales, S es el Simbolo Inicial (No
Terminal, S € N) y P es la colecciéon de reglas de sustitucion, también llamadas
Producciones. Son éstas ultimas las que nos permiten distinguir a las distintas clases
de gramaticas, como se indica a continuacion:

Gramatica Regular

Una Gramatica Regular (GR) es una cuarteta G = (N, 2, S, P), donde las
Producciones son de la forma A — w, donde A € N, mientras que w € >* - (¢ U N),
esto es, A es un Simbolo No Terminal, mientras que w puede contener varios
Simbolos Terminales seguidos de uno o ningun SNT, al final de la cadena w, como
ejemplos, podemos citar a las siguientes producciones:

S - 0110A | B

A— 101A ¢

B—>01|0A

Una manera equivalente de denotar a estas producciones es representarlas como
Relaciones, asi, para el ejemplo anterior, se representan las producciones como:

P ={(S, 0110A), (S, B), (A, 101A), (A, ¢), (B, 01), (B, OA) }

Construccion de Gramaticas

Para construir una Gramatica Regular, a partir de una expresion regular, se puede
optar por construir el Diagrama de Transiciones que representa el AFN que acepta al
lenguaje regular dado y de ahi obtener las producciones respectivas, como se
muestra en los siguientes ejemplos.
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Ejemplo 1

Obtener una Gramatica Regular para generar al lenguaje regular: L = a*b U a. Primero
construimos el Diagrama de Transiciones correspondiente al AFN que acepta el
lenguaje referido, obtenemos el diagrama mostrado en la Figura 6.2:

Figura 6.2

Del diagrama anterior se obtiene la gramatica:

S—>A|aB
A —>aA|bB
B¢

Que podemos simplificar al sustituir al SNT B, y nos queda:
S—>A|a
A—aAl|b

Ejemplo 2
Obtener una Gramatica Regular para generar al lenguaje regular siguiente:
L=a*b ub*a
Construyendo el Diagrama de Transiciones respectivo, se puede obtener uno
semejante al mostrado en la Figura 6.3:

Jor——© ..
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Y del diagrama anterior, se obtiene la siguiente gramatica:

S—>A|B

A—>aA|bC

B—->bB|aC

C—oe
Esta gramatica se puede simplificar ligeramente sustituyendo el Simbolo C en las
producciones de Ay B, con lo que nos queda una gramatica equivalente:

S—>A|B

A—>aAlb

B—>bB|a

Ejemplo 3

Obtener la gramatica regular para el lenguaje L = ( a*b U b*a )* y utilizarla para
generar la cadena w = aaaba. Construyendo el DT respectivo, obtenemos el mostrado
en la siguiente figura:

Figura 6.4

Del diagrama anterior se obtiene que la gramatica buscada es:

S—>A|B]|e

A —>aA|bS

B —>bB|aS
Entonces, para generar la cadena solicitada tenemos, entre otras, la siguiente
derivacion:

S = A= aA = aaA = aaaA = aaabS = aaabB = aaabaS = aaaba
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En muchas ocasiones, con un poco de experiencia, es posible encontrar una
Gramatica Regular sin tener que construir el Diagrama de Transiciones respectivo,
basta con analizar la expresion regular y determinar cuales reglas debe contener la
gramatica para generar al lenguaje en cuestion.

Ejemplo 4
Obtener la Gramatica Regular sin construir el Diagrama de Transiciones para el
lenguaje siguiente:

L=ab(aub)*b
Analizando la expresién regular, determinamos que primero necesitamos una
produccion para inicializar la cadena con el prefijo ab:

S —» abA
Posteriormente debemos tener dos alternativas para concatenar la letra a o la b,

tantas veces como se quieran y una produccion final que permita colocar una b al
término de la cadena:

A—aA|bA|b
Obtencion de Expresiones Regulares

El lenguaje generado por una gramatica G se denota como L(G). Una gramatica
puede ser especificada completamente por medio de sus producciones, asi, por
ejemplo: S — aS | b, especifica la gramatica que genera al lenguaje L(G) = a*b.

Ejemplo 1
Considérese la gramatica regular G = (N, 2, S, P), donde 2. = {a, b}, N = {S, A} y

cuyas producciones son:
S —> bA
A—>aaA|b]e
El Lenguaje generado por esta gramatica L(G) contiene todas las cadenas de la forma

ba?"b o de la forma ba®", para n > 0, es decir: L(G) = b(a?)*(b U ¢ ).

La técnica mas confiable para obtener este resultado consiste en expresar las
producciones como ecuaciones, reemplazando las flechas por signos de igual y las
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barras por signo de union, resultando un sistema de ecuaciones idéntico al que se
obtiene cuando tenemos el diagrama de transiciones de un AF, en este caso:

S =bA
A=aaAUbUc¢

De esta forma, y aplicando el Lema de Arden se tiene que: A = (aa)* (b Uz¢g ),y
reemplazando la A en la primera ecuacion, se tiene: S = b(aa)* (b U ¢.).

Ejemplo 2

Obtener una expresion regular para el lenguaje generado por la gramatica dada por
las siguientes producciones:

S—>bA|aB|¢

A — abaS

B — babS

Expresando el sistema de ecuaciones respectivo, tenemos que:

S=bAUaBuUc¢
A = abaS
B =babS

Reemplazando Ay B en S tenemos:
S = babaS U ababS U ¢ = (baba U abab)S U ¢
Y aplicando el Lema de Arden resulta finalmente:

S = L(G) = (baba U abab )*

Ejemplo 3
Obtener una expresion regular para el lenguaje generado por la gramatica regular
dada por las producciones siguientes:
S—>aS|bA|b
A—cB
B —» aS
Expresando las ecuaciones respectivas, tenemos:
S=aSUDbAUDb
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A=cB
B =aS
Reemplazando Ay B en S tenemos:
S=aSuUbcaSub=(aubca)SuUb
Y aplicando el Lema de Arden resulta:
S=L(G)=(aUbca)*b

Ejemplo 4
Obtener una expresion regular para el lenguaje generado por la gramatica dada por
las producciones:
S »>abA|B|baB|¢
A—>DbS|b
B — aS
Expresando las ecuaciones respectivas, tenemos:
S=abAUBUDbaBuUe
A=bSUb
B=aS
Reemplazando Ay B en S tenemos:
S=ab(bSub)uaSubaaS Ue
Reagrupando los términos y aplicando el Lema de Arden resulta:
S=L(G)=(abbuaubaa)*(abbuUe)

Ejemplo 5
Construir una expresion regular para el lenguaje generado por la gramatica dada por
las producciones:
S —»>aS|bA
A —bS
Pretender resolver el sistema de ecuaciones resultante nos dara como solucién un

lenguaje vacio, ya que esta gramatica no puede generar ninguna cadena, puesto que
no existe ninguna produccion terminal (Qque no tenga simbolos No terminales).
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Teorema
Un lenguaje L es regular si y sélo si esta generado por una gramatica regular.

Consecuentemente, por todo lo que hemos visto, tenemos tres maneras equivalentes
de especificacion de un lenguaje: las expresiones regulares, los automatas finitos y las
gramaticas regulares.

Gramaticas Regulares Reversas

Una gramatica cuyas producciones sean de la forma A — w, donde A € N, y en donde
w e (e UN) - X*, (esto es: w puede iniciar con uno o ningun SNT seguidos de ninguno,
uno o varios Simbolos Terminales) se le llama Gramatica Regular Reversa, puesto
que genera las cadenas de un lenguaje regular, pero en sentido contrario, es decir de
derecha a izquierda.

Ejemplo

Para obtener la gramatica regular reversa que genere el lenguaje Ly = a*b U b*a, se
requieren de las siguientes producciones:

S > Aa|Bb
A Ab|e

B—>Bale

Para generar la cadena w = aaab, tenemos la siguiente derivacion, la cual inicia con el
ultimo simbolo y se concatenan simbolos a la izquierda, hasta terminar con el primero:

S = Bb = Bab = Baab — Baaab — aaab

Compare esta gramatica con la siguiente Gramatica Regular Derecha Anéloga:
S —>aA|bB
A—>DbAle
B—>aB|e

Y la derivacion siguiente:
S = bB = baB = baaB = baaaB = baaa

Resulta facil comprobar en este caso que el lenguaje generado es: L, = ab* U ba*.
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Por lo tanto, podemos concluir que una Gramatica Reversa genera al lenguaje inverso
de la Gramatica Derecha Analoga, es decir Ly = L,".

Construir el diagrama de transiciones del AF que acepte el lenguaje generado por una
gramatica regular reversa también debe hacerse en sentido contrario, en este caso el
simbolo inicial S representa el estado de aceptacion y cada produccion de la forma
S — Aa, significa que existe una transicion del estado A al estado S etiquetada con el
simbolo a, compare las figuras 6.5 y 6.6, que aceptan a los lenguajes Ly = a*b U b*a, y
L, = ab* U ba*, respectivamente.

Flguragd Figure 8.8

De esta manera tenemos una técnica para construir gramaticas regulares y autdmatas
finitos para un lenguaje dado, si conocemos el analogo para el lenguaje inverso.

Ejemplo
Obtener la expresion regular del lenguaje que genera la siguiente gramatica regular
reversa:
S —»>Sa|Ab
A—>Bb]a
B—>Bal|b
Expresando las ecuaciones respectivas, tenemos:
S =SaUAb
A=BbuUua
B=Baub
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Ahora, para resolver este sistema de ecuaciones necesitamos la versién dual del
Lema de Arden que dice:

Lema Dual de Arden

Una ecuacion de la forma A = Ar U s, tiene como solucion unica a: A = sr*, donde r y
s son dos expresiones regulares cualesquiera que no contienen a A.

Por lo tanto, tenemos que B = ba*, entonces A=ba*b uUay S =SaU (ba*b U a)b, que
nos resulta con: L(G) = S = (ba*b U a)ba*.

Propiedades de las Gramaticas Regulares

Union

Sea G4, una Gramatica Regular con simbolo inicial S1, que genera al lenguaje L1y sea
G2, una Gramatica Regular con simbolo inicial Sy, que genera al lenguaje L, entonces
la gramatica G3 que acepta al lenguaje unién Ly U L, es una Gramatica Regular y se

obtiene juntando las producciones de Gi y Gy, y agregando las siguientes
producciones: S3 —» S | Sa.

Ejemplo
Considérese la gramatica regular G que genera al lenguaje Ly = ba*b, cuyas
producciones son:
Si > bA;
Ai—>aA¢|b
Y la gramatica regular G, que genera al lenguaje L, = b*ab, con producciones:
S, > bS; | ab

Entonces la gramatica regular G; que genera al lenguaje L; = ba*b U b*ab, esta dada
por las producciones:

S3 >SS,
Si > bA;

A1 —>aA¢|b
S, > bS;, | ab
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Concatenacion

Sea G4, una Gramatica Regular con simbolo inicial S1, que genera al lenguaje L1y sea
G2, una Gramatica Regular con simbolo inicial Sy, que genera al lenguaje L, entonces
la gramatica Gs3, con simbolo inicial S¢, que acepta al lenguaje LiL, es una Gramatica
Regular y se obtiene juntando las producciones de Gi y G, y modificando las
producciones terminales de G4 de la siguiente manera: Cada produccién de la forma:
A — w, se reemplaza por otra de la forma: A — wS,.

Ejemplo

Considérese la gramatica regular G4 que genera al lenguaje Ly = ba” U a’b, cuyas
producciones son:

S1—>bA1|aB1
A1—>aA1|a
By - aBs | b

Y la gramatica regular G, que genera al lenguaje L, = (a U b )*, con producciones:
Sz—)szl&SzlS

Entonces la gramatica regular G; que genera al lenguaje L3 = (ba” U a’b)(a U b)*, esta
dada por las producciones:

S1 —> bA1 | aB1
A1 —> aA1 | aSz
B1 —> aB1 | sz

Sz—)szl&SzlS

Cerradura

Finalmente, sea G4, una Gramatica Regular con simbolo inicial S¢, que genera al
lenguaje L4, entonces la gramatica G; que acepta al lenguaje Lz = Li* es una
Gramatica Regular cuyo simbolo inicial es S, y que se obtiene modificando las
producciones terminales de G4 de la siguiente manera: Cada produccién de la forma:
A — w, se reemplaza por otra produccion de la forma: A — wS, y agregando las
producciones del simbolo inicial: S - Sq | €.
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Ejemplo
Considérese la gramatica regular G, que genera al lenguaje Ly = ba" U a, cuyas
producciones son:

S1—>DbAs|a

Ai—>aAq|a

Entonces la gramatica regular G; que genera al lenguaje L3 = (ba* U a)*, esta dada
por las producciones:

S>Si|e
S1—>bA1|aS
A; > aAq | aS

Se invita al lector a que compare estos tres ejemplos con los casos vistos en el
capitulo anterior relativos a la construccion de AFN para que constate el paralelismo
que existe entre ambas representaciones, sin embargo, no resulta sencillo construir
una GR para generar el complemento de un lenguaje generado por una gramatica
dada.

Preguntas
a) ¢ Existe algun Lenguaje Regular que no pueda ser generado por una GR?

b) ¢ Coémo se puede construir una GR que genere el lenguaje que sea la
concatenacion de dos lenguajes regulares cuyas gramaticas son conocidas?

c) ¢ Puede construirse una GR para generar un lenguaje que sea la interseccion de
dos lenguajes regulares?

d) ¢ Puede construirse una GR para generar el lenguaje complemento de un lenguaje
regular dado?

e) ¢, Para quiénes son utiles las Gramaticas Regulares Reversas?

Ejercicios Capitulo 6

6.1 Construir un AFN que acepte cada uno de los siguientes lenguajes y encontrar
una gramatica regular que los genere:

a) L(G) = a*bc
b)L(G)=(aUb)c*
c)L(G)=(aub)*c
d)L(G)=(aUb )*c*
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e)L(G)=b*Ua(aub) b
f) L(G)=a'baub(aub )*

Obtener una gramatica regular que genere cada uno de los siguientes lenguajes,
sin construir el diagrama de transiciones:

a) L(G) = a*baa

b) L(G) = (aUbauUac)*

c) L(G) = a*bc” Uch®
d)LG)=ab(bua)
e)L(G)=b'auab(auUb )*

Construir una gramatica regular que genere el lenguaje aceptado por el siguiente
AFN:

a b-.a b

b a Figura 6.7
Construir una gramatica regular que genere el siguiente lenguaje:

L(G) = {w € {0, 1}* | w es la representacion binaria de 5, 10, 20, 40, 80, ...}

Construir una gramatica regular que genere el lenguaje aceptado por el AFNG
mostrado en la figura 6.8.

Figura 6.8
Construir un AFN y encontrar la expresion regular para el lenguaje que genera
cada una de las siguientes gramaticas regulares:

a)S > bA|aB|baB,A—bS|b,B > aA

b)S - aA|bB,A >bS|b,B—>a

c)S >A|bS,A>bB|bC,B—>aC,C-a

d)S > aA|bB,A—>aA|bA|s B aA|bC,C— aB|bC
e)S > aA|bB,A>bA|aS|b,B—aS|bC,C - aB|bC
f) S—>aA|bC,A—>aA|bB,B—aB|bB|b,C->aB]|bA
9)S > aC|bS,A—>aA|bS,B—>aS|bA C—aB|bC|b
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6.7 Construir un AFN y encontrar la expresion regular para el lenguaje que genera la
siguiente gramatica regular reversa:

S >Ab|Aa|Bb,A—>Sa|b,B-Sb|e
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Gramaticas Libres del Contexto

Se define el concepto de Granmdtica Libre del Contexts, Se analizan diversos algoritmos para la depuracion de
anomalias en las Gramidticas 1 dbres del Contescto. Se discuten y se analizan las formas normales de Chormsky y de
Gredbach, ast como el algoritmo CYK.

En el capitulo anterior tratamos sobre las gramaticas regulares y surge de manera
inmediata una pregunta: ;Existe otro tipo de gramaticas que nos permitan generar
lenguajes que no sean regulares?

Por ejemplo, si consideramos a la gramatica siguiente: S — aSb | ¢, vemos que no es
una Gramatica Regular, puesto que no satisface la definicion del capitulo anterior;
entonces, para saber que lenguaje genera, hagamos un analisis de las cadenas que
podemos obtener por medio de esta gramatica, para ello, realizamos algunas
derivaciones:

S=¢
S=aSb =ab
S = aSb = aaSbb = aabb
S = aSb = aaSbb = aaaSbbb = aaabbb
S = aSb = aaSbb = aaaSbbb = aaaaSbbbb = aaaabbbb, etc.

Es facil llegar a la conclusion que esta gramatica genera al lenguaje formado por las
cadenas que tienen una cierta cantidad de as seguida por la misma cantidad de bs, es
decir, del lenguaje siguiente:

L ={¢, ab, aabb, aaabbb, aaaabbbb, ...} ={a"" | n>0}

No confundir este lenguaje con el Lenguaje Regular a*b*, ya que este nuevo lenguaje
solamente contiene a las cadenas de aquel que satisfacen la restriccién dada, y es por
esto que se necesita de una gramatica mas poderosa para generarlo.
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Definicidon de Gramatica Libre del Contexto

Supongamos que en una gramatica se permiten producciones de la forma A —» w,
donde w puede contener cero, uno 0 mas SNT y ademas se permite que éstos
aparezcan en cualquier parte de la cadena w. Obviamente ésta no seria una
Gramatica Regular.

A este tipo de gramatica se le denomina Gramatica Libre del Contexto o también
Gramatica Independiente del Contexto (GIC). Formalmente definimos a una GIC como
la cuarteta G = (N, 2, S, P), donde 2. es un alfabeto, N es la coleccion de simbolos no
terminales, S es el simbolo inicial (S € N) y P es el conjunto de Producciones, que son
delaforma A - w,donde Ae Nyw e (NU )"

Se les llama Libres o Independientes del Contexto a este tipo de Gramaticas, debido a
que el simbolo no terminal del lado izquierdo de la produccion puede ser reemplazado
en una derivacion cualquiera, sin ningun tipo de condicionamientos.

Dado que esta definicidon es mas amplia, se puede agregar que toda gramatica regular
también pertenece a la clase de las GICs.

Notacion de Backus-Naur

La notacion de Backus-Naur es una meta-sintaxis para la representacion de las GICs,
en particular, se usa para describir las gramaticas de los lenguajes computacionales,
tales como el ALGOL, Pascal y otros, en el disefio de compiladores. Dentro de los
metasimbolos utilizados por esta notacion se encuentran los siguientes:

e Los paréntesis angulares ( y ), para denotar los nombres de los simbolos no
terminales.

e La barra vertical | para denotar “o”.

e La doble flecha = para denotar las derivaciones.

e Los dobles dos puntos seguidos de igual ::= se usan para denotar una produccion,
también se interpreta como “es definido como”. (equivale a la flecha —)

e Los paréntesis cuadrados o corchetes [ y ] se usan para denotar elementos
opcionales.

e Lasllaves {y } se usan para términos repetitivos.

El empleo de esta notacidn esta fuera del objetivo de esta obra, nos limitamos a
presentarla como un vinculo hacia otras obras especializadas en compiladores.
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Ejemplo
Consideremos una gramatica muy simplificada de nuestra lengua espafiola:

(enunciado) — (sujeto) (verbo) (predicado) (punto)

(sujeto) — (articulo) (sustantivo comun) | (sustantivo propio)
(verbo) — quiere | compra | come

(predicado) — dulces | croquetas | flores

(articulo) — EI | Un

(sustantivo comun) — nifio | perro

(sustantivo propio) — Juanito | Maria

(punto) — .

Utilizando las producciones anteriores podemos generar al siguiente enunciado: “el
nifio quiere dulces.”, por medio de la siguiente derivacion:

(enunciado) = (sujeto) (verbo) (predicado) (punto)
= (articulo) (sustantivo comun) {verbo) (predicado) (punto)
= El (sustantivo comun) (verbo) (predicado) (punto)
= El nifio (verbo) (predicado) (punto)
= El nifo quiere (predicado) (punto)
= El nifio quiere dulces (punto) = EIl nifio quiere dulces.

Pero con esta gramatica también se pueden derivar algunos enunciados sin mucho
sentido, como por ejemplo: “Un perro compra dulces.”, O “Juanito come flores.”,
puesto que las reglas gramaticales son reglas sintacticas y no semanticas. Por otro
lado, estas pocas reglas son insuficientes para construir otros enunciados con un
significado correcto como por ejemplo: “El nifio quiere un perro.”.

Arboles de Derivacion

A veces es Util representar la derivacion de una cadena por medio de un arbol, esto
nos permite visualizar de qué manera se genero dicha cadena. El arbol de derivacién
se construye colocando al simbolo inicial en la raiz del arbol, y se crea una rama para
cada simbolo de la produccion que se utilizé para reemplazar ese simbolo, en el
mismo orden en que aparecen. Se procede del mismo modo para cada Nodo que
contenga a un SNT. Los nodos que contengan simbolos terminales no tienen hijos y
seran las hojas del arbol.
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Ejemplo 1

La derivacion de la cadena: “El nifio quiere dulces.” se puede representar
graficamente por medio del arbol de derivaciéon mostrado en la figura 7.1.

<gnuncidado=>

I

<sujeto> <verbo> <predicado> <punto>

/N

<ariculo> =sustantivo comun=

El hifio quiere dulces N Figura 7.1

Ejemplo 2

Considere la GIC siguiente:
S —> AB
A—>aAla
B—->bB|b

A continuacién se muestran 3 maneras distintas de derivar a la cadena w = aabbb:
S = AB = AbB = AbbB = Abbb = aAbbb = aabbb
S = AB = aAB = aaB = aabB = aabbB = aabbb
S = AB = aAB = aAbB = aAbbB = aAbbb = aabbb

Podemos verificar que el arbol de derivacion de esta cadena es el mismo, para todas
las derivaciones, y es el que se muestra en la figura 7.2 a continuacion:

A/S\B
a/ \A b/ \B
l Y

Figura 7.2 b
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Se puede comprobar que esta propiedad se mantiene para cualquier otra cadena que
generemos con esta gramatica, en que, aun cuando existan distintas derivaciones,
encontramos que siempre se tiene una misma representacion grafica para todos los
casos. Esta caracteristica nos permite afirmar que la gramatica en cuestién no es
Ambigua.

Ambiguedad
Ahora consideremos a la GIC siguiente, por medio de la cual podemos generar
cadenas del lenguaje L ={w € {a, b}* | Na(w) = Np(w) }.
S —> Sab | Sha|bSa|aSb |¢
Por ejemplo, la cadena w = ababba se puede derivar de estas dos formas:
S = Sha = Sabba = Sababba = ababba
S = Sha = aSbba = abSabba = ababba

En este caso, los arboles de derivacién obtenidos para cada alternativa, son distintos
uno del otro, y sin embargo, ambos producen la misma cadena, como se aprecia en la
siguiente figura:

/I\ /I\
/I\ /I\
/I\ /I\
I I

E E Figura 7.3

Cuando hay dos o mas arboles de derivacién distintos para una misma cadena, se
dice que la gramatica en cuestiéon es Ambigua.

Un ejemplo de Ambigiedad en nuestro idioma seria la frase “Juan vio a una
muchacha con un telescopio”, ya que puede interpretarse como que Juan observoé a la
muchacha por medio del telescopio, pero también se entiende como que la muchacha
era quién portaba un telescopio, en estos casos, se requiere buscar otras alternativas
equivalentes que estén libres de ambigledades, por ejemplo, podemos decir “Juan vio
a una muchacha a través de un telescopio”, para la primera interpretacion de la frase,
o bien, “Juan vio a una muchacha que portaba un telescopio”, para el segundo caso.
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Ejemplo 1
Consideremos una parte de la gramatica de un lenguaje de programacion:
S—>IFATHEN S |IFATHEN S ELSE S | otras

Donde A es una expresion logica y S es una instruccion del programa, entonces
podemos generar la siguiente derivacion:

IFATHEN IF ATHEN S ELSE S

Aqui se presenta un problema de ambigledad: ¢El ELSE corresponde al primer IF o
al segundo? Por una convencion, se considera que el ELSE pertenece al segundo IF,
pero esto es una regla Semantica, no de sintaxis, para coincidir con ese significado,
se debe utilizar la siguiente gramatica equivalente, la cual no tiene ambiguedades:

S 81 | Sz
S1 —> IFATHEN S4 ELSE S | otras
S, > IFATHEN S | IFATHEN S4 ELSE S,

Ejemplo 2
Considere la siguiente gramatica, donde N ={S}y X ={+, x, (,), n1, Nz, N3 }:
S—>S+S|SxS|(S)|n1|nz|ns3

Con esta GIC podemos hacer la derivacion que se muestra a continuacién, en la que
se muestra correctamente que primero se realiza la suma y posteriormente el
producto:

S=SxS=8)xS=C+S)xS=(N1+S)xS = (n1+n2) xS = (N1 +nz)xns

Sin embargo, esta gramatica es Ambigua, ya que la cadena n; + n, x nz puede ser
generada de dos maneras distintas, con diferentes interpretaciones, en un primer caso
se trata de la suma de un producto, mientras que en el segundo caso es el producto
de una suma:

S=8S+S=>S+SxS=>n1+SxS=>n;+n,xS=n1+nsyxns
S=>=8SxS=8+SxS=>=n1+SxS=n1+nN>xS=n;+ny2xns

Los arboles de derivacion respectivos se muestran en la figura 7.4:
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s // E\s
S/I \ S /'!'\3 'I'
I I I I

n; Ny n n; Flowa 74

En este caso, el emplear un solo SNT es la causa de esta ambiguedad, por lo que un
recurso generalmente utilizado para encontrar una gramatica equivalente no ambigua
consiste en la introduccion de varios SNTs adicionales.

A
/

La gramatica siguiente es una gramatica equivalente no ambigua:
S>S+T|T
T>TxF|F
F—>(S)|ni|nz|ns
La derivacién de la cadena ( n; + n, ) x n3 requiere de mas pasos:
S>T=2>TxF=2FxF=2O)xF=(S+T)xF=(T+T)xF=(F+T)xF
= (F+F)xF=(n+F)xF=(ni+n2)xF=(ny1+ny)xns
Sin embargo, la ventaja de esta nueva gramatica es que existe una sola forma de

derivar la cadena: n; + n; x nz, que se interpreta como la suma de un producto, tal
como se entiende si respetamos la precedencia de la multiplicacion sobre la suma.

S=>=S+T=>S+TxF=>S+TxF=>T+TxF=>F+TxF=>F+FxF

=>nNi+FxF=>n;+n,xF=n;+n;xns

Depuracion de Gramaticas Independiente del Contexto

En muchas ocasiones, al obtener el conjunto de producciones que constituyen una
gramatica, encontramos que algunas producciones pueden resultar superfluas, asi
como también algunos SNTs pueden ser inutiles.

Por eso es necesario contar con una metodologia que nos permita eliminar tales
producciones y simplificar la gramatica sin afectarla. Este proceso no pretende
encontrar la gramatica Optima, pero si nos permite eliminar las anomalias de
construccion gramatical mas perjudiciales.
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Con el fin de observar la aplicacién de los siguientes algoritmos, considérese la
siguiente gramatica como modelo, la cual presenta las diversas anomalias a detectar
y erradicar:

S—>aA|B|D
A—>aA|bA|B]|e
B—->b|aF

C —» abd
E—>cE

Foe

Algoritmo 1

El primer paso consiste en sustituir a las producciones épsilon, bajo el siguiente
criterio: debemos quitar a todas las producciones épsilon, con la posible excepciéon de
la produccién S — &, ya que de presentarse este caso, significa que € € L(G).

Sea la gramatica G = (N, 2, S, P) que contiene producciones épsilon anulables, se
puede obtener una gramatica equivalente G’ = (N, 2, S, P’) que no tenga
producciones épsilon, de modo que L(G) = L(G’), aplicando el siguiente criterio:

Para cada produccion de la forma A — ¢, que se desea eliminar, se seleccionan todas
las producciones en las que aparece el simbolo A del lado derecho y se substituye al
SNT A por épsilon, obteniendo las nuevas producciones que se agregaran a la
gramatica G’, a cambio de la eliminacién de la produccién A — «.

Se repite el procedimiento para las producciones épsilon que surjan de esta
substitucién, excepto en los casos en que se obtengan duplicados de alguna
produccion épsilon, que previamente se hubiera eliminado, que ya no se volveran a
tomar en cuenta; asi como a las producciones del tipo A — A, que se generen durante
este proceso. Y a las que simplemente descartamos de la gramatica, por que no
contribuyen en nada a la gramatica.

Sobre la Gramatica Modelo

En nuestro ejemplo existen dos producciones épsilon: A - ¢ y F — ¢, ahora
analicemos las siguientes derivaciones, en donde interviene el simbolo No Terminal A
y se aplica la primera produccién épsilon:
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S—>aA=>a
A—=aA=—a
A=bA=b

Entonces, para eliminar la produccion A — ¢, debemos agregar, a cambio, las tres
producciones que surgen de estas tres derivaciones: S > a,A—>ayA —>Db.

Ahora analicemos la siguiente derivacion, en donde interviene el simbolo No Terminal
F y se aplica la segunda produccion épsilon:

B=aF=a
Por lo tanto, se agrega la produccion B — a, en sustitucién de la produccion F — ¢, la
cual se elimina, quedando finalmente la gramatica G’ equivalente siguiente:

S—>aA|B|D]|a

A—>aA|bA|Blal|b

B—obl|aF]|a

C —» abd

E > cE

Consecuentemente, se tiene que N’ ={ S, A, B, C, E }, mientras que 2 no cambia.

Algoritmo 2

El siguiente paso consiste en eliminar Simbolos No Terminales Superfluos, es decir,
aquellos SNTs que no van a participar en la produccion de alguna cadena generada
por la gramatica en cuestion.

Sea la gramatica G = (N, 2, S, P) que contiene Simbolos No Terminales Superfluos,
podemos obtener una gramatica equivalente G’ = (N’, 2, S, P’) que no los tenga, de
modo que L(G) = L(G’), por medio del siguiente algoritmo:

1. Seinicializa N' = & y a P’ con todas las producciones de G que sean de la forma:
A — w, donde w contiene solamente Simbolos Terminales del lado derecho, con la
posible excepciéon de S — ¢, es decir, w € 2.*.

2. Se anaden a N’ todos los no terminales que aparezcan en el lado izquierdo de
alguna de las producciones que fueron incorporadas a P’ en el paso anterior.
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3. De entre las producciones restantes de G, se agregan a P’ a aquellas que
contengan a cualquiera de los SNTs ya incluidos en N’, ademas de cualquier otro
Simbolo Terminal, es decir, anadir a P’ las producciones de la forma A — w donde
we (N U

4. Se repiten los pasos 2 y 3 hasta que ya no se puedan anadir mas SNTs a N’ ni

mas producciones a P’.

5. Se crea a Y’ con todos los Simbolos Terminales que aparezcan en el lado derecho
de alguna de las producciones anteriores.

Sobre la Gramatica Modelo

Aplicando el paso 1 de este algoritmo a la gramatica modelo obtenida después del
primer algoritmo, incorporamos a P’ las producciones que tengan solamente simbolos
terminales en el lado derecho, y que son las producciones siguientes:

S—>a

A—alb
B—o>bl|a
C —» abd

Entonces agregamos al conjunto N’ los Simbolos No Terminales que aparecen del
lado izquierdo en las producciones anteriores, es decir: N'={ S, A, B, C }.

Luego, analizando las producciones restantes que contengan a alguno de los No
Terminales de N’ junto con cualquier terminal, encontramos las cinco producciones
siguientes, que se agregaran a P’ junto con las 6 anteriores:

S—>aA|B
A—>aA|bA|B
Como ya no hay mas Simbolos No Terminales ni producciones que afadir a nuestra

gramatica, se da por terminado el proceso creando el conjunto de simbolos
terminales: 2’ ={a, b,d }.

Detectamos que los simbolos D, E y F son superfluos (F se volvié superfluo al eliminar
la produccion F — ¢) y como consecuencia de lo anterior, desaparece también el
Simbolo Terminal c, junto con las siguientes producciones: S —- D, E—» cEy B — aF.
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Dado que se trata de una gramatica regular, podemos verificar que esta eliminacion
se relaciona con el hecho de quitar estados no deseados de un autdomata finito.

Algoritmo 3

El tercer paso consiste en eliminar las producciones unitarias, las cuales son de la
forma A — B, donde Ay B son SNTs (y que equivalen a las transiciones épsilon de un
automata finito), ya que estas producciones son consideradas como improductivas y
es deseable que sean erradicadas.

Sea la gramatica G = (N, 2, S, P) que contiene Producciones Unitarias, podemos
obtener una gramatica equivalente G’ = (N, 2, S, P’) que no las tenga, de modo que
L(G) = L(G’), por medio del siguiente criterio:

Sea la producciéon unitaria A — B, si las producciones de B son de la forma B —» w,
entonces aplicamos la siguiente derivacion: A = B = w, para cada produccién de By
se puede observar que es posible reemplazar a la produccion unitaria A — B por
todas las producciones de la forma: A — w que se obtengan de las derivaciones
anteriores.

Sobre la Gramatica Modelo
En nuestra gramatica modelo existen dos producciones unitarias: S - By A — B.

La eliminacion de estas producciones unitarias se hace analizando las derivaciones
que haya para todas las producciones del SNT B, que en este caso son: B —> b | a,
por lo tanto, las derivaciones son:

S=B=0b S=B=a
A=B=b A=>B=a

Este procedimiento nos genera las nuevas producciones, que reemplazaran a las
producciones unitarias anteriores: S > b |ayA—>b|a.

Después de reemplazar las producciones unitarias, la gramatica equivalente queda
asi (omitiendo las producciones duplicadas):

S—>aAlb]a

A—>aA|bAl|alb

B—o>bl|a

C —» abd
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Algoritmo 4

El ultimo paso consiste en eliminar las producciones inutiles, es decir, las que nunca
se van a poder aplicar, ya que no son accesibles desde el simbolo inicial S.

Sea la gramatica G = (N, 2, S, P) que contiene Producciones Inutiles, podemos
obtener una gramatica equivalente G’ = (N’, 2, S, P’) que no las tenga, de modo que
L(G) = L(G’), por medio del siguiente algoritmo:
1. Se inicializan los siguientes conjuntos: N’ ={S}, >’ =y P =&
2. Para cada SNT A € N’, con producciones A — w, se hace lo siguiente:

e Agrega la produccion A — w al conjunto P’

e Agrega todos los Simbolos No Terminales de w, al conjunto N’

e Agrega todos los Simbolos Terminales de w, al conjunto >’
3. Se repite el paso 2 hasta que ya no se puedan afiadir mas producciones.
Sobre la Gramatica Modelo

Aplicando este algoritmo en la gramatica modelo, primero inicializamos al conjunto N’
con el simbolo N’ = {S}, entonces agregamos a P’ las tres producciones que tiene el
simbolo S:

S—>aA|b]a

Agregamos ahora los Simbolos Terminales a >’ y No Terminales a N’, obteniendo
entonces: N' ={S, A}y 2>’ ={a, b}, ahora agregamos las producciones existentes
para A:

A—>aA|bAl|alb
Como esto ya no modifica ni a N’ ni a X', entonces damos por terminado el proceso,
encontrando que las producciones inutiles que desaparecen son:

B—->bl|a

C —» abd
Ya que B y C nunca formaran parte de ninguna derivacion a partir de S, son
consideradas producciones inutiles (y que en un AF corresponden a estados

inaccesibles) y como consecuencia de lo anterior, también se elimina al simbolo
terminal d del alfabeto.
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Ejemplo 1
Depurar de anomalias la siguiente gramatica:
S—>aAle
A—>DbA|aB|¢
B — bB
Eliminando la producciéon A — ¢ (S — & permanece) queda entonces como sigue:
S—>aAlale
A—>DbA|b|aB
B —> bB
Aplicando el algoritmo 2 se elimina el simbolo B, quedando la gramatica como:
S—>aAlale
A—->DbA|b

Los algoritmos 3 y 4 no modifican el resultado anterior.

Ejemplo 2
Depurar de anomalias la siguiente gramatica:
S—>A|Aa
A—->B
B->C|b
C—o>bjlab
El algoritmo 1 no aplica, mientras que el algoritmo 2 nos deja igual la gramatica,
aplicando el tercer algoritmo nos elimina las producciones unitarias, quedando:
S—>b|ab|Aa
A—>Db|ab
Bo>b|ab
C—o>bjlab

Y aplicando el cuarto algoritmo desaparecen los SNTs B y C, quedando solo:
S—>b|ab|Aa
A—bJab
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Una simplificacién adicional consiste en sustituir al simbolo A en las producciones de
S, debido a que contienen terminales solamente, por lo que resulta:

S—>b|ab|ba]|aba
Ejemplo 3
Depurar de anomalias la siguiente GIC:
S —» AbaC
A —> AB
B—o>bl|e
C—>D]le
D->d
E—ale
Eliminando las producciones épsilon, obsérvese que las producciones: A > Ay E —> ¢

simplemente desaparecen, pues la primera es idéntica, y el simbolo E de la segunda
no figura en ninguna produccién, por tanto, la GIC equivalente queda como sigue:

S —» AbaC | Aba
A —> AB
B—->b
C—->D
D—-d

E—>a

Ahora aplicando el primer paso del segundo algoritmo, queda como sigue:

B—->b

D-d

E—>a
Entonces agregamos al conjunto N’ los Simbolos No Terminales que aparecen del
lado izquierdo en las producciones anteriores: N' = { B, D, E }, lo que nos permite
agregar a la produccion: C — D, anadiendo el SNT C al conjunto N’, pero entonces ya

no hay mas producciones que afadir y por lo tanto la gramatica no existe, ya que no
se incluyé el simbolo inicial S en N'. El lenguaje generado por esta GIC es &.
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Forma Normal de Chomsky*

Una Gramatica Independiente del Contexto esta en la Forma Normal de Chomsky si
todas las producciones son de la forma S — ¢ (donde S es el Simbolo Inicial) o de la
forma A — a, donde a € 2, o de la forma A — BC; donde A, B y C son SNTSs, es decir,
del lado derecho de las producciones solo se permite que aparezca un solo Simbolo
Terminal o dos SNTs, con la posible excepcién de S — «.

Cualquier GIC puede ser transformada a la Forma Normal de Chomsky, primero se
tienen que aplicar el procedimiento anterior para depurar la gramatica y eliminar las
producciones ¢, los simbolos inutiles y las producciones unitarias de G.

Ejemplo 1

Sea la GIC, sobre el alfabeto £ = { a, b }, que genera de manera no ambigua al
lenguaje formado por las cadenas no vacias, que contienen la misma cantidad de a
que b y que esta libre de anomalias:

S —>DbA|aB
A—>DbAA|aS|a
B—>aBB|bS|b

Las unicas dos producciones que previamente estan normalizadas, y a las cuales no
se les debe hacer nada, son:A—>ayB —>b

Ahora debemos definir dos producciones nuevas, para los Simbolos Terminales, que
se substituiran en las producciones que no estan aun normalizadas:

C,—a

Chb—b
Entonces, podemos expresar las seis producciones restantes asi:

S—>CA|CB

A —> C,AA | C,S

B —» C.,BB | C,S

' El linguista, profesor e intelectual estadounidense Noam Chomsky es fundador de la teoria generativo-transformacional que ha
revolucionado la lingliistica. Trata la gramatica dentro de la teoria general del lenguaje: esto es, Chomsky cree que junto a las
reglas gramaticales de cada lengua concreta, existen ademas unas universales comunes a todas las lenguas, lo que indica que
cualquier persona posee la capacidad innata de producir y entender el lenguaje.
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Cuatro producciones quedan normalizadas con este cambio, luego, para modificar las
producciones con tres Simbolos No terminales, agregamos las producciones:

D > AA
D, - BB
Reemplazando estos nuevos Simbolos No Terminales en las dos producciones
restantes, obtenemos finalmente la GIC equivalente en la FNCh:
S—>CA|CB
A—>CyDi|CiS|a
B—>CiD2|CpS|b
Ca—a
Ch—b
D1 —> AA
D, —» BB
Ejemplo 2
Encontrar la GIC en FNCh equivalente a la siguiente GIC simplificada:
S —>aA|a|BAb
A — ab | aAb
B—-b
Las unicas dos producciones que previamente estan normalizadas son:
S—>a
B—-b

Ahora debemos definir la nueva produccion C,; — a, para sustituir al simbolo terminal
a; no se requiere definir una nueva produccion para el simbolo b, ya que la produccion
B — b es unica para ese No Terminal y se puede utilizar para ser reemplazada en la
GIC.

Reemplazando los simbolos B y C; en las cuatro producciones de la GIC original que
no estan normalizadas, obtenemos:

S - C,A | BAB

A —> C,B| C,AB
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Dos de ellas aun no estan normalizadas, para ello, definimos una produccién mas:
D —> AB
Por lo tanto, la GIC equivalente en la FNCh queda finalmente asi:
S —»> C,A|a|BD;
A - C,B | C,D¢
B—>b
Ca—a
D —> AB

Algoritmo CYK (Cocke, Younger y Kasami)

Sea G una GIC en la forma Normal de Chomsky y sea w una cadena cualquiera de
2*, este algoritmo nos permite determinar si dicha cadena puede ser o no generada
por esta gramatica, y se basa en la idea de construir un arbol de derivacién para la
cadena w, pero en sentido inverso, es decir, partiendo desde las hojas (los simbolos
terminales) y tratar de llegar a la raiz (el Simbolo Inicial S), si es posible lograrlo,
significa que la cadena puede ser generada por esa gramatica.

La ventaja de utilizar la gramatica en la FNCh es que el arbol de derivacién es un
arbol binario, y por tanto, tiene el menor numero posible de combinaciones.

Ejemplo 1
Determinar si la cadena w = bab puede ser generada por la siguiente GIC, que esta
en la FNCh:

S —>AB|BC

A—>BAla

B—>CC|b

C—>AB]Ja
Como se trata de una cadena de soOlo tres simbolos, tenemos solamente dos
estructuras de arbol de derivacion binarios posibles, las cuales se muestran en la
figura 7.5, pero desconocemos los simbolos que ocupa cada uno de los vértices del

arbol que no son hoja, por lo que las indicamos con el signo de interrogacion. El
objetivo es ir reemplazandolos por los SNT correspondientes.
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a b b a b Figura 7.5

Las producciones con simbolos terminales nos permiten subir un nivel en la
sustitucion de las incognitas de éstos arboles, algunas de las cuales pueden tener
mas de una alternativa, como se puede apreciar en la figura 7.6:

?\? ?/?
/.\B B/.\

B {A.C} {A,C} B

a b b a b Figura 7.6

Los demas niveles se deberan ir reemplazando con las producciones que nos
permitan generar los pares de No Terminales posibles, como se aprecia en la figura
7.7

?\ /?

{5.C} {5.A}

AN /

B {A,C} B B {A,C} B

a b b a b Figura 7.7

Finalmente, en la figura 7.8, llegamos a determinar las posibilidades de la raiz, que en
ambos casos contienen al simbolo S, como es posible construir un arbol de derivacion
a partir del simbolo S, se concluye que esta gramatica si genera a la cadena w = bab.

S {s.C}
N
{S.C} {S.A}
B {ﬂ,C}/ \B B/ \{ﬂ,C} B
b l I:!t |:|;u l b Figura 7.8
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Ademas se puede observar que esta gramatica es ambigua, ya que ambas
derivaciones contienen al simbolo S en su raiz.

Este procedimiento se vuelve tremendamente engorroso si se pretende dibujar a
todos los arboles posibles para cadenas mas grandes, una cadena de longitud 4 tiene
5 posibles arboles de derivacion, y una cadena de longitud 5 tendra 14 combinaciones
posibles, y asi sucesivamente.

En vez de ello, se hace uso del algoritmo CYK, con el cual se puede construir la
siguiente tabla, de abajo hacia arriba, y de forma piramidal, en la cual se resumen
todas las posibles formas de los arboles de derivacion:

Los primeros dos pasos, paraj =1y 2, se asemejan a lo descrito anteriormente, pero
resume en cada celda el analisis hecho para ambos arboles:

j=2 {S,A} {S,C}
j=1 {B} {A C} {B}
b a b
Tabla 7.1
Finalmente, para j = 3, la obtencién de los elementos que constituyen la celda se

obtiene de la union de ambos arboles, que son las dos maneras de sumar 3:

Primero, para la combinacion 1 + 2 (las celdas que se identifican con el simbolo ¢) y
luego con 2 + 1, las celdas identificadas por el simbolo v. Recordando que las parejas
de Simbolos No Terminales siempre se leen de izquierda a derecha,
independientemente de que una celda esté en un nivel inferior o superior a la otra.

j=3 {S.C}
j=2 {S,A}v | {S,C}e
j=1 {B)}e {A,C} (Blv
b a b
Tabla 7.2

Ejemplo 2

Ahora queremos determinar si la cadena w = abab puede ser generada por la misma
gramatica.

Aplicando el algoritmo, obtenemos la tabla 7.3, ahi podemos observar que la tabla
anterior esta contenida en ella, solamente aparecen las nuevas celdas al inicio de
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cada fila. Para obtener el contenido de la cuarta linea, hay que analizar las tres
posibles combinaciones: 1 + 3, 2 + 2y 3 + 1; indicadas en las celdas por los simbolos
A, v y ¢, respectivamente. Finalmente, podemos observar que una celda se
construye por medio de las celdas inferiores que forman las diagonales convergentes
a dicha celda, independientemente de la posicion de la misma en la piramide.

j=4 {B}
j=3 {B}e {S,C}a
j=2 {S,Clw {S,A} | {S,C}v
j=1 {A.C}a {B} {A,C} {B}e
a b a b
Tabla 7.3

Dado que S no se encuentra en la parte superior de la tabla, concluimos que w no
puede ser generado por dicha gramatica.

Forma Normal de Greibach

Otra Forma Normal importante en las Gramaticas Independientes del Contexto es la
Forma Normal de Greibach (FNG), la cual se define asi:

Una GIC esta en FNG si todas sus producciones son de la forma: A — aa, en donde a
es un Simbolo Terminal, a € 2y a € ( 2 U N)*, con la posible excepcién de S — ¢. Es
decir que se requiere que toda produccion tenga un simbolo terminal al principio, y por
tanto, se incluye de forma excepcional a la produccién de la cadena vacia.

Ejemplo 1

Sea la siguiente GIC encuentre una equivalente en la FNG.
S—>bS|AcS|a
A —> bA|Ba
B—>aB|b

Podemos observar que las producciones de B ya estan normalizadas, por lo que
bastara reemplazar las producciones de B en la segunda produccion de A, que inicia
con ese simbolo, para normalizarlas:

A —> bA|aBa|ba
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Similarmente, reemplazando las producciones de A, ya normalizadas, por la inicial de
la segunda produccién de S tenemos que también quedan normalizadas:

S > bS|bAcS |aBacS |bacS|a
Reuniendo todas producciones anteriores, el resultado final en la FNG es:
S > bS | bAcS |aBacS |bacS |a
A —> bA | aBa|ba
B—-aB|b

Teorema de la Recursividad

Si el SNT A tiene producciones de la forma A — Aa y otras producciones de la forma
A — B, podemos eliminar las producciones recursivas a la izquierda por medio de la
introduccion de un nuevo SNT A’ y entonces reemplazamos las producciones
anteriores por las siguientes:

A—B[pA
A —>oa|aA

En ocasiones, encontrar una GIC equivalente en la FNG, requiere de la aplicacién del
teorema de la recursividad.

Ejemplo 2
Sea la siguiente GIC encuentre una equivalente en la FNG.
S—>SbS|ScS|a

Ahora aplicando el teorema de la recursividad, identificamos que B = a , mientras que
ot =bSyay=cS, porlo que nos queda:

S—>aS'|a
S > DbS|cS|bSS | cSS
Segunda Forma Normal de Greibach

Una GIC esta en la SFNG si todas sus producciones son de la forma: A — aa, donde
a € 2y a e N*. Es decir que se requiere que toda produccion tenga un simbolo
terminal al principio, seguido de uno, varios o ningun SNT.

Una muestra de esta forma es la que se obtuvo en el ejemplo previo.
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Ejemplo 3
Sea la siguiente GIC en FNCh, encuentre una gramatica equivalente en la FNG.
S—>AA|a
A—>SA|b
Primero reemplazamos las producciones de S en la primera produccion para A,
(también se hubiera podido reemplazar la A en la produccién correspondiente al
simbolo S), resultando que:
A—>AAA|aA|b
Ahora aplicamos el teorema de la recursividad, de donde resulta:
A —>aA|b|aAA | bA’
A — AA | AAA
Ahora reemplazamos la A inicial en la primera produccion, quedando normalizada:
S > aAA | bA|aAA'A|bAA|a
Finalmente reemplazamos la A inicial en las producciones de A’, quedando:
A’ — aAA | bA | aAA’A | bA’A | aAAA’ | bAA' | aAA'AA’ | bAAA
Reuniendo los resultados, la gramatica equivalente en la segunda FNG es:
S > aAA | bA|aAA'A|bAA|a
A —>aA|b|aAA | bA’
A’ - aAA | bA | aAA’A | bA'A | aAAA’ | bAA’ | aAA'AA’ | bA'AA’
Preguntas
a) ¢Es posible que una Gramatica Regular sea Ambigua?
b) ¢ Es posible encontrar una gramatica en la FNCh que genere a un LR?

c) ¢, Se puede considerar que toda Gramatica Regular se encuentra en la FNG?

d) Sea G una Gramatica Regular Inversa. ; Puede encontrarse una gramatica
equivalente en la FNG?

e) Es posible escribir un algoritmo semejante al CYK para gramaticas que no estén en
la FNCh?

f) ¢ Garantiza el algoritmo CYK que siempre es posible determinar si una cadena
puede ser generada o0 no por una gramatica dada?
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Ejercicios Capitulo 7

7.1 Depurar las siguientes gramaticas regulares y encontrar una gramatica
equivalente libre de anomalias, para cada uno de los siguientes casos:

a)S—»>al|aA|B c) S —» abA
A —aB|dA A — ccC
B> eA B—>dd|D
C—ob C—oaleA

Dof

b)S—>aA|bA|a E s gF
A —>aA|bbA]|e

dS—>al|aA|B e)S—>A
A—>B|D]|e A—alB
B—>A|b Bo>Ale

7.2 Depurar cada una de las siguientes gramaticas independientes del contexto y
encontrar una gramatica equivalente libre de anomalias:

a)S > AB b) S —» aB
A — aA|abB|aCa A — bcCCC | dA
B—>bA|BB|¢ Bo>aB|e
C—oe C—ofA
D —»dB|BCB D — Dgh

c) S > A|AA| AAA d)S—>D|aE|bCD
A > ABa|ACa|a A— Cd|CSa|bB
B—> ABa|Ab |¢ B —> aB|bA
C—->Cab|CC C—>Cab|cB
D—->CD|Cd|CEa D—->aA|Calb
E—>b E > BEa|DBb |¢

e)S > D|aED | bCD f) S—DB|aE|bCD
A—Cd|CSa|bB A — Cd|CSa|bA
B —»aB|bA B—>aB|bS|e
C—>Cab|cB C —» Cab | cAE
D—>aA|Ea|b D—->aA|Calb

E->Ea|DBb|e E — BEa | Dab
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gS—»>alaA|B|C
A—>aB|e
B — Aa
C > bCD
D — ccc

i) S— Cd|CSb |bEA

A —>S|aE|aCD
B—>aB|bSC
C—>Cab|aB
D—>aA|Cb|b
E —>BEa|DBb |¢

Encontrar la gramatica en Forma Normal de Chomsky equivalente a cada una de

h)S — aAb | cEB | CE

A — dBE | eeC
B ff|D

C > gFB | ae
D—h

S > AC | bC | aAF
A—>Sb|Db|a
B—->bB|Eb
C—>SC|Ba]le

D —» bEB | aE

E —> Bba]|aE

las gramaticas libres de anomalias siguientes:
b)S »>aA|a|Ab

a)S—>AB|ac|e
A — aB | bBbA
B—>b

c)S—»>aA|Bal|b
A —> aC|bBS
B—>Bab|a
C—>ACa|Sb

e)S—>AbS|aB |¢
A—>Ab|Cal|b
B—>aA|bB|a
C—>Cab|aB

Depurar cada una de las siguientes gramaticas y encontrar una gramatica

A — aBb
B—->b|Aa

d)S — a | bAB

f)

A —>aS|bB|cCA
B—>aS|b
C—->bB|cB|Ca

S—>bA|aB|¢
A—>aB|bCS|b
B —>aA|bAS|a
C > SaC | Ba

equivalente en la Forma Normal de Chomsky:
b) S —» aB | Aa

a)S — aAb | cEB | CG

A —» dBH | ebC
B->f|D

C >gEB|ah

E > dcGGG | cE
G —» Gam

A — bB
B—>A|b

c)S > AAA|a|aA

A—>Bb|aBS|¢
B—>balab
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Por medio el algoritmo de CYK, determina si la cadena w = baabb puede ser
generada por la gramatica siguiente:

S —»>al|AS
A—>AS|b
B—->BC]Ja
C—>CB|b

Por medio el algoritmo de CYK, determina si la cadena w = babab puede ser
generada por la gramatica siguiente:

S > a|AS
A AB |b
B SB|b

Por medio el algoritmo de CYK, determina si la cadena w = 01101 puede ser
generada por la gramatica siguiente:

SBA|O|1
A AS|1
B BS|0

Por medio el algoritmo de CYK, determina si la cadena w = 11111 puede ser
generada por la gramatica del problema anterior.

Por medio el algoritmo de CYK, determina si la cadena w = ababb puede ser
generada por la gramatica siguiente:

S >al|SA
A AB |a
B>BA|b

Consideremos la siguiente GIC en la FNCh:

S > AB|BC
A >BA|a
B—>AC|b
C>CB|a

Utilice el algoritmo CYK para verificar si las cadenas siguientes pueden ser
generadas por esta gramatica:

a) wy = aaa
b) w, = aba
c) ws = ababa
d) ws = baaab
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7.11 Consideremos la siguiente GIC en la FNCh:

S 5> AB|AC|a
A - BD
B-CS|b
C->DC|b
D>AB|a

Utilice el algoritmo CYK para verificar si las cadenas siguientes pueden ser
generadas por esta gramatica:

a) wy = bbab
b) w, = baba
c) ws = abbba
d) ws = abaab

7.12 Encuentre una gramatica equivalente en la FNG a cada una de las gramaticas
siguientes:

a)S—>aSc|Sc|b
b)S > bS|Sa|a]|Sbha

c)S—>Sa|Sb|cA
A—>Aala

d)S —»> Sa | Sb | Aab
A — Aba| Sala

e)S 5> AA|O
A—SS|1

f) S—>aAb | cSB|SS
A —> bBA | baA
B —>ac|SA

g)S >ABA|b|aS
A —>Bb|aBS|AS
B—>balab
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Lenguajes Libres del Contexto

Se definen los Lenguapes 1ibres del Contexcto y se analizan sus principales propuedades; se define el concepto de
Analizador Sintectico, como nna clase especial de Grapdticas Independientes del Contexcto.

Lenguajes No Regulares

Llamamos Lenguaje Libre del Contexto o Lenguaje Independiente del Contexto (LIC)
al lenguaje que puede ser generado por alguna GIC. Dado que toda Gramatica
Regular también es una GIC, podemos afirmar que todo Lenguaje Regular es también
un LIC, sin embargo, no cualquier LIC es Regular, por lo que surge la interrogante:
¢, Como podemos diferenciar un Lenguaje Regular de uno que no lo es?

Por ejemplo, el lenguaje L = { a"b" | n > 0} visto en el capitulo anterior no es regular,
una manera de confirmar esta aseveracion es por el hecho de que no es posible
construir un AF que acepte dicho lenguaje ni tampoco se puede construir una
Gramatica Regular que lo genere, pero siempre queda la duda ;No es posible o
simplemente no fuimos capaces de hacerlo? Afortunadamente existe una manera
directa y certera de probarlo, por medio de la aplicacion del Lema del Rizo, también
conocido como Lema del Bombeo.

Lema del Rizo

Sea L un Lenguaje Regular infinito, entonces existe una constante k, de tal forma que
cualquier cadena w e L cuya longitud sea mayor o igual a k, se puede escribir de la
forma w = uvx, donde |v| > 1 y |uv|] < k, se debe cumplir también que todas las
cadenas de la forma uv™x pertenecen a L para todo m > 0.

Si pudiéramos construir un AFD con k estados que acepte a L, y si la cadena es de
longitud mayor o igual a k, es forzoso que las transiciones pasen por un mismo estado
dos veces antes de llegar al estado de aceptacion. El bucle o rizo que se forma para
regresar al mismo estado se puede repetir tantas veces como se quiera. Graficamente
esto se puede representar por medio del diagrama mostrado en la siguiente figura:
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. i VX
Figura 8.1

Utilizando el lema anterior, se puede demostrar que L = a"b" no es regular, porque no
importa lo grande que se tome a la constante k, siempre existira una cadena que se
rehiuse a ser bombeada, porque el citado rizo no existe y por lo tanto, el AFD no
puede ser construido. Por ejemplo, dada la cadena w = aaabbb, no se puede
encontrar ninguna subcadena v en w, tal que se satisfaga que cualquier cadena de la
forma uv™x también pertenezca a L.

Si suponemos que v = a, entonces se tiene que permitir que w contenga cualquier
cantidad de as, lo que contradice la definicion del lenguaje, porque debe ser igual a la
de bs, un razonamiento similar se sigue si asumimos que v = b, finalmente, si
suponemos que Vv = ab, entonces el lenguaje deberia aceptar cadenas que contengan
subcadenas de la forma ababab..., lo cual tampoco es valido.

Este razonamiento se puede aplicar a cadenas de cualquier longitud, por lo tanto, se
concluye que el lenguaje L = a"b" no es regular.

Propiedades de los LICs

La primera propiedad que sehalaremos es la de que todo Lenguaje Independiente del
Contexto sobre un alfabeto de un solo simbolo es Regular, esto no significa, como
veremos en capitulos posteriores, que todo lenguaje sobre un alfabeto de un solo
simbolo, tenga que ser Regular.

Ejemplo
La gramatica siguiente es una GIC:
S —»>aSa|aS|SS e
Pero genera al lenguaje L ={a" | n>0} = a* el cual es regular.
Union
Sean L1 y L, dos Lenguajes Independientes del Contexto, entonces la union de ellos
L1 U L, también es un LIC.
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Ejemplo

Obtener la GIC que genera el lenguaje L={a"b™ |[m=nom=2n}.

Primeramente, podemos observar que L es la union de los dos lenguajes siguientes:
Li={a®h"|n>0}yL,={a* | n=0} que son generados por las siguientes
gramaticas: S1 — aS+b | € y S; — aSybb | &, respectivamente, por lo tanto, la

gramatica que genera a L = Ly U L, simplemente requiere agregar una produccion
inicial que permita elegir entre ambas gramaticas: S — Sq | S».

Concatenacion

Sean L, y L, dos Lenguajes Independientes del Contexto, entonces la concatenacion
Ly - Ly también es un LIC.

Ejemplo

Obtener la GIC que genera el lenguaje L={a™" |m>n>0}.

Si definimos al indice k = m — n, podemos reemplazar a m por k + n y representar a L
como la concatenacion de dos lenguajes: Ly ={a“| k >0}y L, ={a"" | n=> 0}, cuyas
gramaticas son Sy —» aSq | e y Sy, —> aS;b | &, respectivamente; por lo tanto, la

gramatica que genera a L = L - L, simplemente requiere una produccion que permita
concatenar las cadenas generadas por ambas gramaticas: S —» S1S..

Cerradura Estrella

Sea L un Lenguaje Independiente del Contexto, entonces L*, la cerradura de Kleene
de L, también es un LIC.

Ejemplo

Obtener la GIC que genera el lenguaje L = { (@™ b™)* | mx>nc>0,k>0}.

En este caso se considera que L = L+*, donde L1 ={a™" | m >n >0} es el lenguaje
visto en el ejemplo anterior, entonces si S4 es el simbolo inicial de la GIC que genera

las cadenas de L4, basta con agregar un par de producciones para el nuevo simbolo
inicial, de la forma siguiente: S — S4S | &.

Existen muchos lenguajes semejantes a los vistos en estos ejemplos cuyas
gramaticas se pueden obtener por medio de la aplicacion de las propiedades
anteriores.
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Homomorfismo

Sea L un Lenguaje Independiente del Contexto y h es un homomorfismo dado,
entonces h(L) también es un LIC. Esta propiedad es también valida para la operacion
inversa h™'(L).

Ejemplo
Obtener la GIC que genera el lenguaje L ={a"bc™ |[m>0}.

En este caso se considera el homomorfismo donde: h(a) = 0, h(b) = 01 y h(c) = 1,
entonces: h(L) = { 0™"1™" |m >0} ={0"1" | m > 1}, que un lenguaje del que
conocemos su gramatica, la cual es S — 0S1 | 01, entonces, aplicando la
transformacion inversa h™' se obtiene la siguiente gramatica para L: S’ — aS’c | b.

Lenguajes inherentemente ambiguos

Existen dos tipos de ambiguedad: la ambiguedad que proviene de la forma de la
gramatica que se esta utilizando, y por tanto, es removible y la ambiguedad que es de
fondo y que es una caracteristica del lenguaje, no es posible encontrar una gramatica
que no sea ambigua, porque el lenguaje es inherentemente ambiguo.

Ejemplo

El lenguaje L ={a"b™c™d" |n>1, m>1}u{a""c™d™ | n>1, m > 1} es un lenguaje
Inherentemente ambiguo, puesto que la cadena w = a"b"c"d", para cualquier valor de
n > 1, puede provenir de cualquiera de los dos sublenguajes que lo forman, y por lo
tanto, independientemente de la gramatica empleada, siempre habra dos maneras
distintas de derivarla.

Interseccion

Sean L4 y L, dos Lenguajes Independientes del Contexto, entonces la interseccion de
ambos, L1 N L2, no necesariamente es un LIC. Pero la interseccion de un Lenguaje
Independiente del Contexto con un Lenguaje Regular siempre es un LIC.

Ejemplo 1

Sean los lenguajes Ly = a*b*={a"" |n>0,m>0}yL,={a"" | n>1}, entonces la
intersecciéon LyN L, ={a"b" | n>1}es un LIC.
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Ejemplo 2

Sean los lenguajes Ly ={a"™c™ |n>1, m>1}y L, ={a"h"c™ |[n>1, m=> 1}, en este
caso, la interseccién Ly N L, ={a"b"c" | n > 1} no es un LIC, como se demostrara mas
adelante.

Construccion de las GICs

Dado un Lenguaje Independiente del Contexto, es posible construir una GIC que
genere dicho Lenguaje, basandose en la estructura de algunas gramaticas conocidas
y, en su caso, aplicando las propiedades anteriores.

De esta manera es posible construir una GIC que genere cualquier lenguaje de la
forma, L = { a"b™ }, para distintas relaciones entre m y n, encontrando un
homomorfismo con lenguaje L = { a"b" }, y utilizando las transformaciones
correspondientes sobre la gramatica que genera a este lenguaje, para encontrar la
GIC que genera al lenguaje en cuestion. De esta forma podemos construir gramaticas
para todos los lenguajes que se le asemejen.

Ejemplo

Obtener la GIC que genera el lenguaje L = { w e {a, b} | Na(w ) = 2 Np(w) }, a partir
del hecho que se conoce una gramatica no ambigua para generar el lenguaje de las
cadenas que contienen la misma cantidad de as que bs.

En el capitulo anterior se menciond que la siguiente gramatica permite generar al
lenguaje de las cadenas no vacias que contiene la misma cantidad de as que bs:

S —>bA|aB

A—>DbAA|aS|a

B—>aBB|bS|b
Entonces lo unico que tenemos que hacer es buscar la manera para duplicar la

cantidad de as, en cualquier cadena generada, lo que nos conduce a la siguiente GIC,
que genera de manera no ambigua al lenguaje solicitado:

S > bAA | aB
A —>DbAAA|aS|a
B —>aBB|baS|abS|ba]ab
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Otro tipo de LICs que son muy interesantes corresponde a los que contienen cadenas
palindromas, obtener una gramatica para este tipo de lenguajes es muy sencillo, ya
que basta con construir la cadena desde los extremos hacia el centro de la misma,
finalizando con el simbolo central si la longitud de la cadena es impar o con la cadena
vacia para las cadenas de longitud par.

Ejemplo
Construir una gramatica que genere al lenguaje L = { ww" | w < {a, b}* }:

Como en este caso todas las cadenas generadas deben ser siempre de longitud par,
la gramatica seria:

S > DbSb |aSa|e

Teorema del Rizo para los LICs

Sea G una Gramatica Independiente del Contexto, entonces existe una constante k,
de tal forma que cualquier cadena w € L(G) cuya longitud sea mayor o igual a k, se
puede escribir de la forma w = uvxyz, de la forma que v 0 y son no vacias, se debe
cumplir que también que todas las cadenas uv"xy"z pertenecen a L(G) para todo n> 0.

Para demostrar este teorema, basta probar que en la gramatica G es posible
encontrar una derivacion de la forma A =* vAy que forme parte de la derivacion de la
cadena w: S =™ uvxyz, la cual es posible aplicarla de manera repetitiva las veces que
se quiera, para generar todas las cadenas de la forma: uv"xy"z. Esta propiedad se
conoce como la Periodicidad de las GICs.

En otras palabras, para que un lenguaje sea un LIC se permita que exista una
condicionante entre dos de los simbolos (o subcadenas), como en el caso de a"b", o
bien, que haya varias condicionantes entre varios simbolos, siempre por pares y
definidas por indices independientes entre si, como en el caso de a"b™c™d", pero
cuando existen condicionantes solapadas como en a"b™c"d™ o que vinculan a tres o
mas simbolos como es el caso de a"b"c", no puede ser un LIC y por tanto no existe
una GIC que pueda generar dicho lenguaje.
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Analisis Sintactico
El analisis sintactico es el proceso de determinar si una cadena dada puede ser
generada por una gramatica, para el estudio de este problema, es conveniente

construir un arbol de derivacion sintactico, que nos asegure que la determinacion sea
correcta.

Los analizadores sintacticos de lenguajes de programacién suelen hacer un examen
simple de izquierda a derecha, viendo un componente Iéxico de la entrada, a la vez.

La mayoria de los métodos de analisis sintactico estan comprendidos en dos clases,
dependiendo del orden en que se construyen los nodos del arbol de derivacion
pueden ser descendentes 0 ascendentes.

En el primer caso, se construyen comenzando de la raiz, paso a paso, avanzando
hacia las hojas y en cada paso se representa una derivacion de la palabra por la
izquierda, en el segundo, la construccién se inicia en las hojas y avanza hacia la raiz
siguiendo el camino contrario en una derivacion por la derecha de la palabra.

Ejemplo
Sea la gramatica siguiente:
S—>T|ab|cTcS
Tod|elf
La derivacién Descendente para la cadena w = cdccecf, es la siguiente:
S = cTcS = cdcS = cdccTeS = cdccecS = cdccecT = cdccecf

Y se representa por medio de un arbol en el que se enfatiza la derivaciéon por la
izquierda, como se aprecia en la siguiente figura:

s
7 I

c C

| AN

d c T ¢ 8

| |

e T

’Ilr Figura 8.2
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Ahora, la derivacion Ascendente para la misma cadena es:
S=¢cTcS = cTccTcS = cTecTeT = cTecTef = cTececf = cdccect

Y que se representa por medio del mismo arbol, pero enfatizando la derivacion por la
derecha, como se muestra en la figura siguiente:

g

S\

|

T T 'i'
¢c d ¢ ¢ e ¢ f Figura 8.3

Los métodos ascendente y descendente mas eficientes trabajan con dos subclases de
gramaticas, que se les conoce como las gramaticas LL (left to left: leen en la cadena
de izquierda a derecha, derivacion por la izquierda) y LR (left to right: también leen de
izquierda a derecha, pero la derivacion es por la derecha), ambas son lo
suficientemente expresivas como para describir a la mayoria de las construcciones
sintacticas de los lenguajes de programacion.

Derivaciones por la Derecha y por la lzquierda

Se dice que una cadena w perteneciente al lenguaje generado por alguna GIC, se ha
analizado sintacticamente cuando se conocen uno (o todos) sus arboles de
derivacion.

Sea G =(N,Z, P, S)una GIC, con las producciones en P numeradas 1, 2, ..., py sea
la cadenaw € (N U X )*, Entonces:

1. Un analisis a la izquierda de w es una secuencia de producciones usadas en una
derivacion mas a la izquierda de w desde S.

2. Un andlisis a la derecha de w es el reverso de la secuencia de producciones
usadas en una derivacion mas a la derecha de w desde S.

Ejemplo

Sea la cadena w = aabbc, y sea la GIC siguiente: G = ({ S,AB,C}, {ab,c}, P, S)
conteniendo las producciones numeradas a continuacion:
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1. S —>aA
2. A —>aBbC
3.B—>b
4.C—o>c

Entonces la derivacion por la izquierda es:
S = aA = aaBbC = aabbC = aabbc
Y por tanto, el analisis a la izquierda de aabbc esta dado por la secuencia: 1234.
Mientras que la derivacion por la derecha es:
S = aA = aaBbC = aaBbc = aabbc
Y por tanto, el analisis a la derecha de aabbc es 3421.

Las gramaticas que definen lenguajes de programacion frecuentemente requieren de
restricciones adicionales, sobre la forma de las reglas de produccion, para eficientar el
analisis de las cadenas del lenguaje y garantizar que este analisis siempre terminara.

Este tipo de gramaticas son las nombradas Gramaticas LL(k).

Gramaticas LL(K)

Las Gramaticas LL(k) constituyen un subconjunto de las GICs usadas para la
construccion de compiladores “top-down”. Estas permiten un anélisis determinista de
arriba hacia abajo usando un analisis anticipado de k simbolos.

La notacién LL describe la estrategia de analisis de una cadena para determinar si
ésta pertenece a un lenguaje o no. La cadena de entrada es revisada de izquierda a
derecha y el programa que realiza el analisis genera derivaciones por la izquierda.

Caracteristicas particulares de una gramatica LL(Kk)

Un analizador “top-down” intenta construir la derivacién por la izquierda para una
cadena de entrada w.

Para decidir, en un momento dado, sobre las reglas que deben considerarse para el
No terminal A, se examina por adelantado a la cadena, de modo que se eliminen las
reglas de A que no contengan a los simbolos que se estan anticipando, hasta
determinar de manera inequivoca la regla a aplicar.
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Ejemplo 1
Sea la gramatica G definida por las siguientes producciones:
S—>aS|cA
A—>DbA|cB|e
B—>cBlale
El analizador intenta construir la derivacién por la izquierda para la cadena acbb, a
partir del simbolo inicial; aqui se presentan dos opciones: S = aS o S = cA: Al

anticipar que el simbolo a generar es una a, se elimina la segunda regla ya que no
nos conduciria a la generaciéon de acbb, quedando solamente: S = aS.

En el siguiente paso, el simbolo anticipado es la c, ahora, la unica regla de S que
tiene inicialmente a la c, es la segunda, por lo que esa regla es la que se aplica.

El proceso continla hasta lograr la derivacion por la izquierda de la cadena, en todos
los casos nos basta con anticipar un solo simbolo para determinar la produccion a
emplear, tal como se resume en la siguiente tabla:

Prefijo |Anticipacion |Regla a Aplicar| Derivacion

€ a S —>aS S=aS

a o S—>CcA = acA

ac b A > bA = acbA

acb b A > bA = acbbA

acbb € A->ce = acbb
Tabla 8.1

El significado de “k” en una gramatica LL(Kk)

La cadena de simbolos de anticipacién para una produccion dada, puede ser de una
longitud arbitraria, sin embargo, con la seleccién de las reglas adecuadas, sélo se
requiere anticipar prefijos de longitud maxima k.

El valor k denota que la longitud del prefijo debe ser menor o igual a k. El ejemplo
anterior representa a una gramatica del tipo LL(1).
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Ejemplo 2
El lenguaje L = {a"abc" | n > 0}, es generado por la gramatica siguiente:
S — aSc | aabc

Para seleccionar que regla a utilizar, se requiere una anticipacion de por lo menos tres
simbolos, ya que las posibilidades para los prefijos son: { aaa 0 aab }, entonces, esta
gramatica es del tipo LL(3).

Para la gramatica siguiente, que genera al mismo lenguaje, solo se requiere una
anticipacién de dos simbolos:

S —>aA
A — Sc | abc

Ya que para el simbolo no terminal S no se requiere ninguna, y para el simbolo A, se
tienen las siguientes dos posibilidades: { aa o0 ab }, por lo que esta gramatica es del
tipo LL(2). Finalmente, la gramatica siguiente es del tipo LL(1), ya que sélo se requiere
de un simbolo de anticipacion.

S — aaAc
A —>aAc|b

El analisis sintactico nos ensefia que no solamente es necesario elegir una gramatica
que no tenga ambigledades, sino que también es muy importante el encontrar una
gramatica que sea del tipo con el valor de k mas pequefo posible.

Gramaticas LR(K)

Los analizadores sintacticos LL(k), por su naturaleza predictiva, pueden analizar una
clase restringida de lenguajes. Los analizadores sintacticos LR(k) evitan muchos de
los problemas de los anteriores, cubriendo una clase mucho mas amplia de lenguajes:
los Lenguajes Independientes del Contexto Deterministas.

Las gramaticas LR(k) representan un subconjunto de las GICs usadas para la
construccién de compiladores “bottom-up”. Estas permiten un analisis determinista de
abajo hacia arriba. La notacién LR describe la estrategia de analisis de una cadena
para determinar si ésta pertenece a un lenguaje o no. La cadena de entrada es
revisada de izquierda a derecha y el programa que realiza el analisis genera
derivaciones por la derecha, usando un pre-analisis de k simbolos.
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El analizador trata de reducir la cadena de entrada w al simbolo inicial S. En un
proceso que recorre el arbol de derivacion en sentido inverso, y que se conoce como
Reduccion. En términos generales, el analizador acumula los simbolos que va leyendo
hasta que éstos sean iguales al lado derecho de alguna produccion de la gramatica. Al
llegar a este punto, el analizador reemplaza (reduce) todos esos simbolos por el No
terminal del lado derecho de la produccion. Este proceso se repite hasta el punto en
que se reduzca toda la cadena al simbolo inicial, indicando con esto que la cadena
dada puede ser generada por una derivacion por la derecha.

Se dice que una gramatica es LR(k) si siempre es posible determinar en forma unica
el lado derecho de la produccion a reducir, teniendo en cuenta el contexto izquierdo
(prefijo incluido del lado derecho) y los siguientes k simbolos, de forma no ambigua.

Contextos LR(0)

Se llaman contextos LR(0) (CLR) de una produccién dada, al conjunto de derivaciones
parciales por la derecha que terminan en la aplicacidon de esa regla. Esto es la cadena
uw esta en el CLR de la producciéon A — w, si hay una reduccion de la cadena uwv a
S que empieza por reemplazar a w con A. Los contextos son empleados por los
analizadores LR(k) para determinar la produccion a utilizar en cada caso, para la
reduccion de una cadena dada.

Ejemplo 1
Sea la gramatica G definida por las siguientes producciones:
S—>aA|bB

A —> abA | bB
B — bBc | bc
Los CLR para cada una de las 6 producciones de G son los siguientes:
S—>aA {aA}
S—>bB {bB}
A—>abA {a(@)'A|n>0}
A —> bB {a(ab)™B|n>0}
B - bBc {a(ab)"bb™Bc o bb™Bc [n>0,m>0}
B — bc {a(ab)"bb™c obb™c |n>0, m>0}
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Aunque no siempre es sencilla su determinacion de los CLR, si es mas facil verificarlo.

Ejemplo 2
Sea la gramatica G definida por las siguientes producciones:
S—>A
A—>T|A+T
T—>b| (A
Como ejemplo de un proceso de reduccion LR(k), se muestra, paso a paso, la

reduccion de la cadena (b)+b hasta concluir con el simbolo inicial S, tal como se
presenta a continuacion:

Reduccion | Regla a Aplicar
(b)+b
(T)+b T->b
(A)+b A>T
T+b T - (A)
A+b A>T
A+T T—>b
A A —> A+T
S S—>A

Tabla 8.2

Si invertimos el orden en que se generd la tabla obtenemos la derivacion por la
derecha de la cadena dada:

S=>A=A+T = A+tb = T+b = (A)+b = (T)+b = (b)+b

En este tipo de derivaciones se emplea el esquema denominado Reconocimiento de
Patrones, primero se subdivide la cadena w en dos partes uv, y se buscan en los
patrones las producciones que generen a alguno de los sufijos de u, conduciendo a la
descomposicion de w en u4Av, este procedimiento se repite hasta obtener la
reduccion de toda la cadena a S.
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Preguntas

a) ¢Es posible encontrar una gramatica en la FNCh que genere a un Lenguaje
Regular?

b) Sea n un numero primo. ¢ El lenguaje formado por todas las cadenas cuya longitud
es multiplo de n es regular?

c) ¢Para cada gramatica independiente de contexto G existe un autémata finito no
determinista M tal que L(G) = L(M)?

d) Sea G una gramatica libre de contexto tal que sélo existe una regla para cada no
terminal. ¢ Es regular el lenguaje L(G)?

e) ¢ Podrias explicar por qué los analizadores sintacticos LR(k) cubren una clase
mucho mas amplia de lenguajes que los analizadores LL(k)?

Ejercicios Capitulo 8
8.1 Construya una GIC para generar cada uno de los siguientes lenguajes:

a)L={a"bc™"|n>0}
b)L={a™"|m>n,n>0}
c)L={a™b"|n>0}
d)L={a*"bc"|n>0}
e)L={a™c"™™ |n>0ym=>0}
fyL={a""c™a"|n>0,m=>0}
gL={ah"c™d™|n=0ym=>0}
hyL={a"™™c" |[n>0ym=>0}
i) L={a™"|0<n<m<2n}

j) L={a®™™c* |m=>0,n>0}
kiL={a™b"c’"|m=>0,n>0,p>0,m=n+p}
) L={a™"c’|m=non=p}
m)L={a™b"cP | m<nom>p}
nL={a™"c’PIn>m+p}
o)L={w e {a, b}* |w=wR}

8.2 Cada una de las siguientes GICs generan a un Lenguaje Regular, encuentre la
Expresion Regular de cada caso y obtenga una Gramatica Regular equivalente:

a)S — AabB, A > aA |bA | B — Bab [Bb|ab|b
b)S - SSS|a|ab
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c)S—>AAS |ab |aab,A—>ab|ba]s

d)S —>aSb |aSa|bSa|bSb |e¢
e)S—>AB,A—>aA|Ab|a|b,B—>aB|bB]|¢

fy S>AA|B,A—>AAA|Ab|bA|a,B—>bB|¢
Identifique el lenguaje generado por cada una de las gramaticas siguientes:
a)S —>aSa|bSb |e¢

b)S —>aSa|bSb|a|b
c)S—>aSa|bSb|A,A—>aBb|bBa,B—>aB|bB|¢
d)S »>aS|aSbS |¢

e)S—»>aS|bhS|a

fy S—>SS|bS|Sb|a

Para cada una de las siguientes gramaticas, ¢Cual es el tipo de analizador
sintactico LL mas sencillo?

a)S—>AB,A—>aB|bA,B—>b

b) S - BAb, A —»>aaA|abB,B —> a

c) S > cABc,A—>aAa|c,B—>bBb|c
d)S > aaAa|abB,A—>bB,B—>a
e)S »>aAb|abB,A—»>aB,B—>b
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Automatas de Pila

Se define el concepto 1 enguaye Independiente del Contexcto, se define el Antomata de Pila como mecanismo para la
wdentgficacion de este tipo de 1 enguapes y se mmestra su relacion con las Grapdticas Independientes del Contexcto.

Autdomata de Pila Determinista

Un Autémata de Pila es un dispositivo que hace uso de una memoria infinita, la que
opera como una pila, de manera semejante a la operacién que se realiza en una
cocina donde se lavan los platos, una vez secados se amontonan en la pila y cada vez
que se requiere de un plato, siempre se toma el que esta en la cima, a este tipo de
modelos se le llama UEPS (ultima entrada, primera salida).

Este tipo de automatas pasa a distintos estados de manera similar a un AF, pero al
mismo tiempo, puede interactuar con la pila, agregando, sustituyendo o quitando
simbolos; ademas el simbolo que se encuentre en la cima de la pila también puede
determinar las transiciones del automata.

El empleo de la pila le permite al automata la identificacion de cadenas para los
lenguajes independientes del contexto.

Formalmente definimos a un Autémata de Pila Determinista (APD) como una sexteta
M=(Q, 2, T, s, F, 8), en donde Q es el conjunto de estados, X es el alfabeto de
entrada, I" es el alfabeto de la Pila, s es el estado inicial, F es el conjunto de estados
de aceptacion y o es el conjunto de Reglas de Transicidn, de las cuales, existe cuando
mucho una transicion aplicable para cada configuracion posible.

Operaciones en la Pila

Las transiciones de un AP nos sirven para realizar en la pila las operaciones de apilar,
desapilar, reemplazar simbolos e incluso para dejar la pila intacta. Ademas, estas
operaciones pueden ser de dos tipos: las condicionadas o las incondicionales.
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Una pila es representada por una cadena de Simbolos de la pila, por convencion, se
considera que el primer simbolo de la cadena es el que corresponde a la cima de la
pila y que el simbolo que se apila, se concatena a la izquierda de la misma.

Para expresar las operaciones en la pila empleamos la siguiente notacion:

Operaciones incondicionales

€—>¢ denota que no se hace ninguna operacién con la pila, ésta se queda
intacta.

e—> A denota que se agrega incondicionalmente el simbolo A en la cima de
la pila.

Operaciones condicionadas

A—>A denota que si en la cima de la pila se encuentra el simbolo A, éste
permanece ahi, la pila no se altera.

A—->w denota que si en la cima de la pila se encuentra el simbolo A, éste
sera reemplazado por la cadena w.

A—>ce denota que si en la cima de la pila se encuentra el simbolo A, éste se
debera desapilar, (equivale a reemplazarlo por la cadena vacia)

A —> wA denota que si en la cima de la pila se encuentra el simbolo A, se
apilara sobre éste a la cadena w.

Las acciones a realizar por un APD se representan por medio de transiciones
definidas por la funcién &: Q x (X U €) x (I' U &) - Q x I'*. Estas transiciones se
pueden interpretar como en los ejemplos siguientes:

La transicion 8(q1, a, A) = (gz, €), se aplica cuando el APD se encuentra en el estado
g1, tiene el simbolo de entrada a y el simbolo A se encuentra en la cima de la pila,
entonces se realiza el cambio del estado g4 al estado gz y se quita el simbolo A de la
cima de la pila.

Mientras que la transicidon 8(qz, a, €) = (q1, €) cambia del estado g, al g4 con el simbolo
de entrada a, sin tomar en cuenta a la pila ni actuar sobre ella. Y la siguiente
transicion: 5(qs, a, €) = (g1, A) cambia del estado g3z al g1 con el simbolo de entrada a
y, sin importar lo que hubiera en la cima de la pila, coloca en la pila al simbolo A.
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Ejemplo 1

Sea el APD definido por: Q ={qo, a1}, > ={a, b}, ={A} s=qo, F={q:i} y desta
dado por las siguientes transiciones:

3(do, &, &) = (do, A)

8(do, b, A) = (a1, €)

(a1, b, A) = (a1, €)
Una cadena w sera aceptada por este APD siempre que sea posible llegar al estado
de aceptacion q¢ y agotar la cadena al mismo tiempo que la pila quede vacia. En

cambio, si el autdmata se detiene por no existir una transicion definida, sin haber
agotado la cadena o sin haber vaciado la pila, la cadena sera rechazada.

Graficamente el APD anterior lo podemos representar por medio del diagrama de
transiciones mostrado en la siguiente figura, donde cada una de las transiciones
involucra un simbolo de entrada y una accion sobre la pila:

a,s-+A b.A+z

Figura 8.1

Si analizamos detalladamente al APD anterior, podemos observar que se apila un
simbolo A por cada simbolo de entrada a, después, al encontrar un simbolo de
entrada b, cambia de estado a g y desapila al simbolo A. En el estado g4 continda
desapilando un simbolo A por cada b de entrada, eventualmente se agota la cadena y
si se encuentra con la pila vacia, la cadena es aceptada, de este analisis podemos
deducir que este APD acepta las cadenas del lenguaje siguiente: L ={a"b" |n>0}

El autdmata pasa por distintas fases instantaneas, del mismo modo que los cuadros
de una pelicula, en la siguiente figura se ilustra como la cadena w = aabb es aceptada
por este autdmata.

Estado: g, Estado: g, Estado: g, Estado: q, Estado: q,

Cadena:aabbh J Cadena:abhb Cadena: bh Cadena: b Cadena: g
Pila: g Fila: A Fila: A& Fila: A Pila: g

Figura 9.2
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Cada una de las fases se describe por medio de la combinacion de los tres elementos
del Autémata: el estado actual, el estado actual de la cadena, indicando el simbolo de
entrada correspondiente y la cadena que forma la pila, sefalando el simbolo ubicado
en la cima de la pila.

En notacién mas compacta y practica se hace uso del simbolo + para denotar el paso
entre dos descripciones instantaneas consecutivas, de este modo podemos mostrar
como procesa el automata a la cadena anterior pasando por cada una de las distintas
fases instantaneas hasta alcanzar la configuracion de aceptacion:

(CIo, gabb’ € ) = (C]o, gbb’ A ) F (qO’ Qb’ AA ) F (q1’ Q, A ) F (q11 €, §)

Las cadenas wq = aab, w, = abab y w; = abb, no pertenecen al lenguaje a"b", por lo
que no deben ser aceptadas por este automata, en todos los casos se detiene el
autébmata en q4 pero en el primer caso le quedan simbolos en la pila, mientras que en
los otros dos casos no se agota la cadena, tal como se ilustra por medio de sus
respectivas descripciones instantaneas:

1:(qo, @ab, £ ) - (qo, ab, A ) - (do, b, AA) - (a1, & A)
2:(qo, abab, g ) - (qo, bab, A) (g1, ab, g)
3:(qo, abb, € ) - (9o, bb, A) (g1, b, €)

Finalmente, si deseamos que este AFD también acepte a la cadena vacia, bastara
con marcar a qo como estado de aceptacion.

Ejemplo 2

Para mostrar que todo autdémata finito también puede ser considerado como un caso
especial de autdmata de pila, que nunca realizara operaciones sobre la pila,

considérese el siguiente AFN:
a
b
Figura 9.3

El APD equivalente estara dado por: Q ={qo, 1}, 2 ={a, b}, T =, s=0qo, F={q1} y
las transiciones siguientes:

8(qo, &, €) = (qo, €)

S(C]o, b, 8) = (q']’ 8)
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Un APD que solamente apila y desapila una vez le se llama APD de Una Vuelta, y
sirve para reconocimiento de lenguajes generados por Gramaticas Lineales, es decir,
de aquellas que contienen cuando mucho un Simbolo No Terminal del lado derecho
en cada una de sus producciones. La clase de Gramaticas Regulares se considera un
subconjunto de la clase de Gramaticas Lineales.

Ejemplo 3

Construir un APD que acepte el Lenguaje L = { wew® | w e {a, b}*}, entonces
consideremos que: Q = {qo, g1}, 2 ={a,b,c}, T ={A B}, s=qo F={aqi}ylas
transiciones siguientes:

8(qo, @, €) = (qo, A) 8(q1, @, A) = (qq, €)

8(qo, b, €) = (qo, B) 5(a1, b, B) = (a1, €)

8(qos €, €) = (a1, €)
Este APD de Una Vuelta trabaja de la siguiente manera, primero apila una A por cada
a y una B por cada b de la cadena w, al encontrar la c cambia de estado sin modificar
la pila, y después, desapila una A por cada a y una B por cada b de la cadena wX,

hasta agotar la cadena y volver a encontrar la pila vacia, tal como se muestra en la
siguiente figura:

a,z+A a,A—+s

b.z+B b.B-z
C.e+g N
Figura 9.4

Una cadena aceptada por este autbmata seria w = abbcbba, la cual pasa por las
siguientes fases instantaneas:

(qo, abbcbba, €) + (qo, bbcbba, A) - (qo, bcbba, BA) + (qo, cbba, BBA)
(91, bba, BBA) (g1, ba, BA) - (a1, 8, A) - (a1, &, &)

Si la cadena no es palindroma, entonces el APD se detendra en q4 por alguno de los
siguientes motivos: que no coincida el simbolo de entrada con el esperado en la cima
de la pila, que se vacie la pila sin haberse agotado la cadena o que se agote la
cadena sin vaciarse la cadena.
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Automata de Pila No Determinista

Un Automata de Pila No Determinista (APN) es la sexteta M = (Q, 2, T, s, F, A), que
contiene dos o0 mas transiciones definidas para una configuracion dada. Las
transiciones para este tipo de autdmatas provienen de la siguiente funcién de
transicion A: Q x (X U ) x (T U g) > 29" . Los autématas de este tipo son mas
poderosos que los APDs, por lo que permiten el reconocimiento de algunos lenguajes
que no pueden ser identificados por medio de ningun APD.

Debido a esto, los LICs se subdividen en dos subtipos, por un lado a los lenguajes
que pueden ser reconocidos por algun APD los identificaremos como LICDs, mientras
que a los lenguajes que no pueden ser reconocidos por ningun APD, los
denominaremos como LICNs, ya que requieren necesariamente de un APN para su
analisis. Para mostrar que un APN resulta un dispositivo mas poderoso que cualquier
APD, consideremos el siguiente caso:

Ejemplo 1

Resulta imposible construir un APD que acepte el Lenguaje L = { ww" | w e {a,b}* },
entonces consideremos como alternativa al APN, enelque: Q={qo,q1},2={a, b},
I'={A, B}, s=0qo, F={q1}y las transiciones siguientes:

A(Qo, &, €) = {(do, A)} A(gs, &, A) ={(a1, &)}

A(do, b, &) ={(qo, B)} A(qs, b, B) ={(a1, &)}

A(do, &, €) ={(q1, &)}
Este APN, cuyo diagrama de transiciones se muestra en la figura 9.5, es casi idéntico

al APD presentado en un ejemplo anterior, sin embargo tiene una transicién épsilon
que permite pasar del estado qp al q1 de forma no determinista.

a.z+A a,A—»z

b.z+B b,B-+s
E.E+E o
Figura 9.5

Por ejemplo, la cadena w = abba, pertenece al lenguaje referido y por tanto debe ser
aceptada por el automata, en la siguiente figura se representa este proceso, y
podemos observar que existen multiples trayectorias posibles, en la mayoria de los
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casos no se vacia la pila o no se agota la cadena, u ocurren ambas cosas; sin
embargo, existe un camino en el que cumplen ambas condiciones, se vacia la pila y
se agota la cadena, por lo tanto ésta es aceptada por el APD.

TR

Estado: o, Estado: o, Estado: o, Estado: o, Estado: o,
Cadena:abba § Cadena: bba Cadena: ba Cadenaa Cadena: g
Fila: g Fila: A Fila: BA Fila: BEA Fila: ABBA

Estado: o, Estado: o, Estado: o, Estado: o,
Cadena: abba Cadena: ba Cadenaa Cadena: g
Fila: = Fila: BA Fila: A Fila: =

Figura 9.6

Ejemplo 2

Otro caso de un lenguaje que requiere de un APN para ser reconocido es el siguiente:
L={a™"|m>n>0},donde: Q={qo, g1, 92}, > ={a, b}, T ={A}, s=qo, F ={q2} y las
transiciones siguientes:

A(qo, &, €) = {(qo, A)} A(do, b, A) ={(a1, &)}

A(ar, b, A) ={(as, &)} Aas, &, A) = {(a2, &)}

A(Q2, & A) = {(q2, &)}

Donde las ultimas dos transiciones épsilon nos permiten desapilar las As que haya en
exceso en la pila, asegurandonos que al menos exista una para poder acceder al
estado de aceptacion g, tal como se muestra en la siguiente figura:

b.A+z g A+es

b,A+z o g £ Ars N
- 1 >
U Figura 9.7
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No-determinismo Removible

El No Determinismo del ejemplo anterior es removible, ya que en casos como este, se
puede utilizar un pequefo truco para construir un APD equivalente, consistente en
agregar al final de la cadena un simbolo especial ($), que indique el final de la cadena,
en este caso las transiciones se redefinirian como sigue:

5(qo, &, €) = {(qo, A)} 5(qo, b, A) = {(a1, &)}
6(q1’ b’ A) = {(q1’ 8)} 6(q1’ $’ A) = {(Q2, 8)}
6(92, & A) ={(q2, &)}

Quedando el APD modificado como se muestra en la figura a continuacion:

De esta manera, el reconocimiento de la cadena w = aaab, se convierte en la
aceptacion de la cadena: w' = aaab$, como se muestra a continuacion:

(qo,2aab$,g) H(qo,aab$,A) +(do,ab$,AA) H(qo,b$,AAA) -(q1,$,AA) - (02,e,A) H(d2,¢,€)

Ademas de que se puede omitir la ultima transicion si usamos el criterio anterior.

Automatas de Pila Condicionados

En los ejemplos precedentes la mayoria de las transiciones son incondicionales, con
excepcion de las que desapilan, que no pueden serlo; pero en ciertos casos se
requiere que todas las transiciones sean condicionadas, para estos casos se suele
utilizar una variante de AP, tanto determinista como no determinista, en la que todas
las transiciones se definen de forma condicionada.

Para ello se requiere de la suposicidn de que originalmente existe un simbolo en la
pila, al que denotaremos por Z, el cual viene a considerarse como el séptimo elemento
en la definicion de esta variante de AFDs: M= (Q, 2, T, s, F, 8, Z ), o para el caso de
los AFNs: M= (Q, 2, T',s,F, A, Z).

Esta suposicion es equivalente a considerar un automata de pila convencional en el
que existe una transicion inicial de la forma: A(qo’, €, €) = (qo, Z), cuyo unico fin es el de
colocar al simbolo Z en la pila, y rescribiendo todas las transiciones incondicionales de
forma condicional.
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Los APNs condicionados se utilizan para el reconocimiento de lenguajes que
requieren identificar el final de la pila, pero sin vaciarla, se suelen construir de tal
forma que tengan un unico estado de aceptacion, al cual se acceda solamente cuando
se tenga la certeza de aceptar la cadena; en este estado no es usual que haya
transiciones, pero en ciertos casos las puede haber.

Con este enfoque ya no es necesario exigir que la pila se vacie para aceptar la
cadena, lo unico que necesitamos verificar es que la cadena se agote y estar en un
estado de aceptaciéon cuando esto suceda.

Ejemplo 1

Podemos construir un APD condicionado que acepte el Lenguaje L ={a"b" | n >0}, a
partir del APD mostrado previamente en este capitulo: Q = { qo, 91, 92}, S = Qo, F = {2},
I'={A,Z}, > ={a, b}y las transiciones siguientes:

8(qo, &, Z) = (qo, AZ) 5(do, @, A) = (qo, AA)

8(qo, b, A) = (a1, €) 8(q1, b, A) = (a1, €)

(a1, &, Z) = (g2, £)
Este automata es determinista a pesar de contener una transicion épsilon. Obsérvese
que en este APD, hay que acceder al estado de aceptacion cuando se agota la
cadena y se encuentra a Z en la pila, y como se dijo antes, no es necesario quitarla de
la pila.

Ejemplo 2
Construir un APD condicionado, para reconocer el lenguaje: L={a™b" |[n>m>0}.

La solucion es muy semejante al anterior, pero con la diferencia que debemos
encontrar al simbolo Z antes de agotar la cadena, cuando esto sucede, pasamos al
estado 2, que es el de aceptacidon, para agotar ahi la cadena, verificando que
exclusivamente se acepten bs.

Las transiciones necesarias son:

(o, @, Z) = (do, AZ) 6(do, a, A) = (qo, AA)
3(qo, b, A) = (a1, €) 3(q1, b, A) = (a1, €)
6(q1, b, Z) = (92, 2) 0(q2, b, Z) = (92, 2)
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Ejemplo 3

Construir un APN condicionado que acepte a: L = { w € {a, b}* | Na(w) = Np(w) }. El
APN estadadopor: Q={qo, g1 },s=qo,>2={a, b}, T ={A,B,Z},F={q1}ylas
transiciones siguientes:

A(qo, a, Z) = (qo, AZ) A(qo, a, A) = (do, AA)
A(Qo, b, Z) = (9o, BZ) A(Qo, b, B) = (qo, BB)
A(Qo, b, A) = (do, €) A(Qo, &, B) = (qo, €)

(

A(Qo, &, Z) = (a1, £)

Este APN trabaja de la siguiente manera, primero apila una A por cada a, pero si el
simbolo en la cima de la pila es una B, entonces la desapila. Si el simbolo de entrada
es una b, entonces apila una B, excepto cuando el simbolo en la cima es una A,
porque entonces la desapila.

Cada vez que se encuentra Z en la cima de la pila significa que la parte de la cadena
que ya fue analizada contiene la misma cantidad de as que de bs. Este autdmata
pasa al estado g1 de manera No Determinista cada vez que la Z esté en la cima de la
pila, sin embargo, solamente cuando la cadena se agote y se encuentre el simbolo Z
en la cima de la pila, es pertinente pasar al estado g y aceptar la cadena.

Una cadena aceptada por este autdmata seria w = abba, la cual pasa por la siguiente
secuencia de fases instantaneas:

(9o, abba, Z) + (qo, bba, AZ) + (9o, ba, Z) + (qo, 8, BZ) - (9o, &, Z) + (a1, &, Z)

En la tercera fase existe una transicidén épsilon hacia la configuracion (q+, ba, Z), que
no se indica, puesto que no nos sirve para el reconocimiento de la cadena.

Para forzar a que la transicidén épsilon solamente se utilice cuando la cadena se haya
agotado, para aceptarla, accediendo al estado de aceptacion, podemos emplear la
técnica del simbolo de fin de cadena ($), mostrada anteriormente, el APD equivalente
para esta variante seria:

6(Qo, @, Z) = (qo, AZ) 6(Qo, @, A) = (do, AA)
6(Qo, b, Z) = (qo, BZ) 6(qo, b, B) = (do, BB)
6(do, b, A) = (qo, ¢) 8(qo, @, B) = (qo, )
6(qo, $, Z) = (a1, Z)
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Y la secuencia de fases instantaneas para aceptar la cadena w' = abba$, sera:

(qo, abba$, Z) +- (qo, bba$, AZ) + (qo, ba$, Z) + (o, a$, BZ) - (qo, $, Z) - (a1, &, £)

APD Complemento

Dado M un APD condicionado, que acepta a L(M), se puede construir un APD M’, tal
que acepte a L®, agregando las transiciones necesarias hacia un estado de rechazo,
de modo que queden definidas todas las configuraciones posibles y cambiando los
estados de aceptacion por estados de no-aceptacion y viceversa.

Ejemplo

Construya un APD para el lenguaje complemento de L = { a"b" | n > 0}, a partir de
APD condicionado visto en la pagina 151, primeramente copiamos las cinco
transiciones originales:

(o, a, Z) = (do, AZ) 6(do, a, A) = (qo, AA)
6(do, b, A) = (a1, €) 8(q1, b, A) = (a1, €)
o(d1, €, Z) = (92, £)

Posteriormente, tenemos que agregar las siguientes transiciones hacia qs, (el estado
de rechazo de M)

8(qo, b, Z) = (a3, 2) 6(q1, a, A) = (qs, €)
0(d2, b, Z) = (a3, 2) 0(d2, a, Z) = (g3, £)

En el estado q; desapilamos todas las As y terminamos de aceptar el resto de la
cadena de entrada, con las siguientes transiciones:

6(ds, €, A) = (s, €) 8(ds, @, Z) = (ds, £)
6(qs, b, Z) = (a3, 2)

Para este APD complemento, los estados de aceptacion son: F = { qo, 1, 3 }
Construccion de un APN dada una GIC

Para demostrar que cualquier Lenguaje Independiente del Contexto L(G), definido por
una GIC dada, es aceptado por algun APN, describiremos un procedimiento para
construir un APN que acepte a L(G).
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Sea una GIC definida por G = (N, 2, S, P), deseamos construir un APN que acepte
L(G), para ello definimos los elementos del APN como sigue: Q ={qo, q1}, T =NU 2,
s = Qo, F ={q+} y para obtener a A se aplican los siguientes criterios:

¢ Una transicion inicial para introducir en la pila el Simbolo No Terminal Inicial:
A(qo, & €) ={ (a1, S) }

e Para cada produccion de la forma A — w, se define una transicion que substituye
en la pila al simbolo no terminal A, por la cadena w:

A(Q1, &, A) = {(q1, W) }

¢ Definimos una transicion que desapila el simbolo de la cima de la pila para cada
Simbolo Terminal que coincida con el siguiente simbolo de entrada:

A1, a, @) ={(q1, ) }
Ejemplo
Sea la gramatica: S — aSa | bSb | ¢, que genera al lenguaje L = { wew®| we{a,b}*},
aplicando los criterios anteriores, las reglas de transicion del autdmata son:
A(qo, &, &) ={ (a1, S) }
A(a1, €, S) ={ (a1, aSa), (a1, bSb), (q1, ¢) }
A(ar, @, @) = A(qq, b, b) = A(q1, ¢, ¢) = { (a1, &) }
La cadena w = abcba es aceptada mediante la siguiente secuencia:

(qo, @abcba, g) - (q1, abcba, S) + (g1, abcba, aSa) + (g1, becba, Sa) - (g1, bcba, bSba)
(g1, cba, Sba) + (g1, cba, cba) - (g4, ba, ba) - (g4, &, a) + (a1, &, €)

El automata obtenido por medio de esta técnica es un APN, a pesar que se trata de
un LICD, como ya se demostré previamente, por ejemplo, en el tercer paso de la
derivaciéon se reemplazé la S por aSa, puesto que sabiamos que el simbolo de
entrada era una a, pero el automata debidé reemplazar la S de manera no determinista
por las otras dos alternativas también, encontrado mas adelante que se trataba de una
sustitucién infructuosa.

Técnica de Anticipacion

En algunos casos podemos modificar a un APN para obtener un APD equivalente, por
medio de la Técnica de Anticipacion, que nos permite saber por adelantado cual es el
simbolo de entrada siguiente, para poder seleccionar adecuadamente la transicion

162



TEORIA DE LA COMPUTACION

requerida. Esta técnica es interesante, pues es la que se emplea en los Analizadores
Sintacticos para las gramaticas tipo LL(k).

Aplicando esta técnica, agregamos tres nuevos estados: qa, Qv Y gc, hacia los cuales
se definen las transiciones dependiendo del simbolo anticipado, entonces para definir
un APD equivalente al APN anterior, se tiene que: Q = { qo, 91, 9a, b, 9c }, 2 = {a,b,c},
I'={S,a, b,c}s=0qo F={q4}ylas transiciones siguientes:

A(qo, &, €) = (a1, S) A(Q1, &, €) = (da, €)
A(da, € @) = (a1, €) A(q1, b, €) = (qb, €)
A(Qb, €, b) = (a1, €) A(Q1, ¢, &) = (do, €)
A(qe, &, €) = (a1, €) A(Qas &, S) = (da, aSa)
A(Qb, €, S) = (db, bSb) A(Qe, &, S) = (e, €)

La aceptaciéon de la cadena w = abcba sigue la secuencia siguiente:

(g0, abcba, g) - (g1, abcba, S) - (qa, beba, S) - (s, beba, aSa) (a1, beba, Sa) -
(gb, cba, Sa) +- (ab, cba, bSba) (g1, cba, Sba) F (qc, ba, Sba) - (qc, ba, cha) -
(91, ba, ba) - (av, @, ba) - (a1, &, 2) - (qa, &, 3) F (A1, &, &)

Este tipo de dispositivo se le conoce con el nombre de Derivador, ya que nos permite
reconstruir facilmente el arbol de derivacion que genera la cadena en cuestion,
detectando las reglas que se aplicaron a cada paso.

Por ejemplo, la secuencia anterior nos indica que en el tercer paso se utilizd la
produccion S — aSa, luego en el sexto se utilizé la produccion S — bSb y en el
noveno paso se aplicd S — c¢, de ahi se obtiene el arbol de derivacion mostrado en la

.//T\
/TN

S a
b L b
l

Figura 9.3
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Técnica de Postergacion

Para poder aplicar la técnica de Anticipacion eficazmente y construir un Derivador en
los casos donde existen producciones que inician del lado derecho con un simbolo no
terminal, debemos buscar una gramatica equivalente en la FNG, Vg., supongamos
que tenemos la siguiente gramatica:

S—>A|B

A—>aA|b

B—->bB|a
Podemos reemplazar las producciones del simbolo S por las producciones de A y de
B, tal como se muestra en la siguiente gramatica equivalente en FNG:

S—>aA|b|bB]a

A—>aA|b

B->bB|a
Sin embargo, hay varias producciones que inician con el mismo simbolo terminal, por
lo que se requiere emplear otra técnica adicional, llamada de Postergacion por
Factorizacion a la Izquierda, esto reduce el valor de k en las gramaticas LL(k), y que
consiste en que las producciones de S se reemplazan por otras equivalentes, donde
definimos dos nuevos simbolos no terminales C y D, quedando finalmente la siguiente
gramatica:

S—>aC|bD

A—>aAlb

B—->bB|a

C—o>aA|b|e

D—->bBlale

Construccion de las GICs

Ahora procederemos a construir la GIC que genere el lenguaje aceptado por un AP
dado. Esta gramatica se definira con simbolos no terminales de la forma [giAq;], con
objeto de mantener la referencia de las transiciones de donde proceden. Para aplicar
esta metodologia, es necesario que trate de un APD o un APN condicionado, el cual
debe vaciar la pila al llegar al estado de aceptacién, que debe ser unico.
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En caso que no se cumpla alguna de estas condiciones, se debera modificar al

automata a una forma equivalente que las satisfaga, agregandole las transiciones,

simbolos No Terminales y estados que se requieran.

Los criterios basicos son:

e El simbolo inicial de la GIC es: S = [qoZqs], donde g es el estado de aceptacion, Z

es el simbolo inicial de la pila y qo es el estado inicial.

e Las transiciones de la forma: A(qg;, a, A) = (qj, €), nos generan producciones de la

forma: [giAq] — a

e Las transiciones de la forma: A(q;, a, A) = (g;, B), nos dan producciones de la forma:

[@iAgm] — alq;Bam], para cualquier estado qm de Q.

e Las transiciones de la forma: A(qi, a, A) = (g;, BC), nos dan producciones de la

forma: [qiAqm] — a[q;Bqgn] [anCam], para cualesquier estados g, y gm de Q.

Ejemplo 1

Construir la GIC que genere el lenguaje L = { a"b" | n > 0 }, aceptado por el APD
condicionado visto en la pagina 143, pero vaciando la pila al acceder a qz, primero, en

la GIC que vamos a construir se considera como simbolo inicial a S = [qoZq2].

Ahora, iniciando el proceso con las transiciones que decrementan la pila, a saber:

8(do, b, A) ={ (a1, &) }
5(q1, b, A)={(a1, &)}
8(q1, &, Z) ={(q2, &) }
Encontramos que éstas ultimas nos originan las producciones siguientes:
[90Aq1] —> b
[91Aq] — b
[01Z92] — €
Continuando con las que apilan, que son:
8(do, &, Z) = (do, AZ)
8(do, @, A) = (do, AA)

Observamos que estas transiciones nos producen las siguientes expresiones:
[90Zam] — a[qoAan] [anZam], para cualesquier estados g, y gm de Q.
[90Aqm] — a[qoAgn] [anAgm], para cualesquier estados qn y gm de Q.
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Esto representa 9 posibles combinaciones, para cada una, la mayoria de las cuales
son inutiles, por lo que conviene que determinar los valores de n y m para los que se
obtienen transiciones Uutiles, para ello se toman en cuenta a las producciones
anteriormente obtenidas:

Dado que existe [qoAq+], entonces, para el primer caso tenemos que n = 1, y dado que
también existe [q1Zq2], entonces m = 2, quedando:

[90Z92] — a[qoAq1] [91£92]
Dado que existe [qoAq4], entonces, para el segundo caso tenemos que n = 1, y dado
que también existe [q1Ag4], entonces m = 1, quedando:

[90Aq1] — aldoAqq] [q1AQ1]

Finalmente, recomendamos hacer un cambio de variables como por ejemplo,
reemplazar: S = [qoZqz2], A = [qoAqg1], B = [q1Aq1] ¥ C = [g1ZQq2], resultando que nuestra
gramatica esta formada por las siguientes producciones:

S —» aAC
A —> b |aAB
B—b
C—oe
Y reemplazando a las ultimas dos producciones, la gramatica equivalente queda:
S —>aA
A —> b |aAb

Por ejemplo, si aplicamos la gramatica precedente para realizar la generacién de la
cadena w = aabb, tenemos la siguiente derivacion:

S = aA = aaAb = aabb

Ejemplo 2
Obtener una GIC que genere el lenguaje L = ab*a, el cual es aceptado por el APD:
Q={q0, a1, 92}, 2={a,b}, T={A, Z},F={q2},s=qoy & dado por:

5(qo, &, Z) = {(do, AZ) } 8(do, b, A) ={(do, AA) }

5(do, @, A) ={ (a1, &) } (a1, & A)={(q1, &) }

(a1, & Z) ={(d2, €) }
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Ahora ya podemos encontrar la GIC correspondiente; para las transiciones que
desapilan tenemos:

[90AQ1] — a

[91Aqi] — &

[91292] — ¢

Y para las transiciones que apilan, escribiendo sélo las que son utiles tenemos:

[90Z92] — a[qoAq1] [91292]
[90AQ1] — b[goAq4] [1Aq4]

Reemplazando [qoZqz] por S, que es nuestro simbolo inicial, [qoAqg] por A, [q1Aq] por
B vy [91Zqg2] por C tenemos:

S 5> aAC
A > bAB|a
B—oc¢

C—oc¢

Y eliminando las producciones épsilon, nos resulta la siguiente gramatica regular:
S —>aA
A —>DbA|a

Usando esta gramatica para la generacion de la cadena w = abba, tenemos:
S = aA = abA = abbA = abba

Resulta interesante observar que las gramaticas obtenidas por esta técnica se
encuentran en la FNG, esto facilita enormemente la generacion de las cadenas
correspondientes al lenguaje en cuestion, como se puede apreciar en los dos
ejemplos previos.

Preguntas

a) Sean M1y M, dos APNs que aceptan los lenguajes L1 y L, respectivamente,
¢, Coémo es posible construir un APN que acepte al Lenguaje Lq U Ly?

b) Sean My y M, dos APNs que aceptan los lenguajes Ly y L, respectivamente,
describa ¢Como es posible construir un APN que acepte al Lenguaje L4L,?

c) Sean My un APN que acepta al lenguaje L1, describa ¢Como es posible construir
un APN que acepte al Lenguaje L1*?
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d) ¢ Es posible encontrar un APN complemento para cualquier APN dado?

e) ¢ Como disefiarias un autdmata de dos pilas para el reconocimiento del siguiente
lenguaje: L ={a"b"c"|n>0}?

f) ¢ Es mas poderosos un automata de dos pilas que uno de una sola?

g) ¢Es posible disefiar un autdmata que utilice una cola en vez de una pila para el
reconocimiento del lenguaje L={ww |w € {a, b }* }?

h) ¢ Para que situaciones conviene disefiar autbmatas de cola en vez de los de pila
que hemos visto?

Ejercicios Capitulo 9
9.1 Construya los APD para aceptar a cada uno los siguientes lenguajes:

a)L={a™c"|n,m>0}
b)L ={a"b* |n >0}
c)L={a"c"|n>0}
dL={a"™c"™|n, m>0}
e)L={a’b"|n>0}

9.2 Construya un APD condicionado para aceptar el lenguaje regular L = ac*ba,
pero utilizando la pila en lugar de hacer cambios de estado, de este modo todas
las transiciones del APD se haran en un solo estado.

9.3 Construya los APDs condicionados que reconozcan a los siguientes lenguajes:
a)L={a"b™a" | n, m >0}
by)L={a""™™a" |n,m>0}
c)L={a™a"™b" |n,m>0}
d)L={ad™"|n>0}
9.4 Construya los APNs que permitan aceptar a cada uno los siguientes lenguajes:
a)L={a™"|m,n>0 ym=n}
b)L={a™™|0<m<n}
c)L={a"™"|0<n<m}
dL={a"™"|0<m<n<3m}
e)L={we{a b} |w=wRy|w|esimpar}
fL={aw|we{a b}yn>|w|}
g)L={xayb|x,ye{a b}, x| =1y}
hyL={we{a b} | wzw"}
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9.5 Construya los APN condicionados que reconozcan a los siguientes lenguajes:
a)L={we{a, b} | Naw)=2Np(w)}
b)L={w e {a, b}*|Na(w) < Np(w) < 2Ngy(w) }

9.6 Identifique el Lenguaje que acepta el APN condicionado: Q ={ qo, 91, 92 }, S = Qo,
F={q,2={a b}, I'={A, B, Z}ylas transiciones siguientes:
A(qo, &, Z) ={ (a1, A), (92, €) } A(g1, &, B) = (a2, €)
A(Ch, b,A)=(Q1, B) A(Qh b’ B)=(q1’ B)

9.7 Describa el Lenguaje que acepta el APD condicionado: Q = { qo, 91, 92 }, S = Qo,
F={q2}, > ={a, b}, I ={A, Z}y las transiciones siguientes:

8(do, &, Z) = (qo, AZ) 8(do, @, A) = (qo, AA)
(o, b, A) = (o, ) 8(qo, b, Z) = (a1, AZ)
3(g1, b, A) = (a1, €) 3(1, &, Z) = (d2, €)

9.8 Describa el proceso que realiza el APD del problema anterior, con cada una de
las cadenas siguientes: w4 = abba, w, = abab y wz = abbb.

9.9 Obtenga un APN que acepte el lenguaje generado por cada una de las
siguientes GICs:

a)S—>aAA,A—>aA|bS|c
b) S —» abS|acSbb | c
c) S —> aABB | bAA,A - aBB | bA,B > bBB | a

9.10 Construya un APD equivalente para cada uno de los incisos del problema
anterior, utilizando la técnica de la anticipacion.

9.11 Obtenga una GIC que genera a los lenguajes aceptados por los APs de los
ejercicios 9.6 y 9.7, respectivamente.

9.12 Obtenga una GIC que genere el lenguaje aceptado por el APD definido por: Q =
{go,an, a2}, 2={a,b}, I'={A Z}, s=0qo F={q2}y ddado por:

(o, &, Z) = (do, AZ) 3(qo, @, A) = (qo, A)
6(qo, b, A) = (a1, €) 3(1, &, Z) = (d2, €)

9.13 Obtenga una GIC que genere el lenguaje aceptado por el APN definido por: Q =
{qo, a1, 2}, 2={a, b}, '={X Z}, s=0qo F={q2}y A dado por:

A(qo, @, Z) = (qo, XZ) A(do, b, X) = (qo, XX)
A(Qo, &, X) = (q1, X) A(Q1, b, X) = (a1, €)
A1, @, Z) = (do, £) A(Qo, &, Z) = (02, €)
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9.14 Obtenga una GIC que genere el lenguaje aceptado por el APN definido por:
{do, a1, a2}, 5= do, F={qz2}, X ={a b}, I'={A, Z}y A dado por:

A(Qo, a, Z) ={(q0, AZ) } A(go, a, A) ={ (qo, AA) }
A(Qo, b, A) ={ (a1, ¢) } A(Qo, &, Z) ={ (02, €) }
A(Q1,a, A)={(q1,¢)} A(Q1, b, Z) ={(qo, £) }

9.15 Obtenga una GIC que genere el lenguaje aceptado por el APD definido por:
{90, 91,92}, 5= o, F={q2}, X ={a,b}, T ={A, Z} y § dado por:

0(Qo, @, Z) ={ (0o, AZ) } 3(qo, @, A) = {(qo, AA) }
8(do, b, Z) ={ (g1, AZ) } 3(do, b, A) ={(qo, €) }
o(d1, b, A) ={(q1, ¢) } 3(q1, &, Z2) ={ (92, €) }

9.16 Obtenga una GIC que genere el lenguaje aceptado por el APN definido por:
{90,91, 92, g3}, 2={a, b}, ={A,B,Z},s=qo, F={qs3 } y A dado por:

A(Qo, &, Z) = (a1, AZ) A1, a, A) ={ (a1, A), (92, €) }
A(Qo, b, Z) = (q1, BZ) A(g1, b, B) ={ (a1, B), (a2, €) }
A(Q1, @, B) = (q1, B) A(Q1, b, A) = (a1, A)

Aqz, €, Z) = (g3, €)
9.17 Obtenga una GIC que genere el lenguaje aceptado por el APN definido por:
{00,91,92},s= qo, F={ g2}, 2={a, b}, I'={A, Z} y Adado por:

A(qo, @, Z) ={ (qo, AZ) } A(do, @, A) ={ (g0, AA) }
A(Qo, b, Z) ={ (a1, 2) } AQ1, b, Z)={ (a1, 2) }
A(Qo, b, A) ={(qo, ) } A(Q1, &, Z) ={(d2, &) }

9.18 Obtenga una GIC que genere el lenguaje aceptado por el APN definido por:
{90,91,92},s= Qo, F={ 2}, 2={0,1}, T ={A, Z} y A dado por:

A(Qo, 0, Z) = {(qo0, AZ) } A(Qo, 0, A) ={ (90, A) }
A(Qo, 1,Z2) ={ (a1, Z) } A1, 0,2)={(a1, Z) }
A(Qo, 1, A) ={(qo, €) } A1, &, Z) ={ (02, €) }

9.19 Obtenga una GIC que genere el lenguaje aceptado por el APN definido por:
{00,91,92},s= qo, F={q2}, 2 ={a, b}, I'={A, Z} y Adado por:

A(Qo, @, Z) ={ (o, AZ) } A(Qo, @, A)={(q1,¢)}
A(qo, b, A) ={(qo, AA) } A(gr, @, A)={ (a1, €)}
A(g1, b, Z)={(q0, Z) } A(Qo, &, Z) ={ (02, €) }
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9.20 Obtenga una GIC que genere el lenguaje aceptado por el APD definido por: Q =
{qo, 91,92}, 2={a,b,c}, T ={X,Z},s=qo, F={q2}y 3 dado por:

8(do, &, Z) = (do, X2) 8(do, &, X) = (qo, XX)
8(do, b, Z) = (qo, XZ) 8(do, b, X) = (qo, XX)
8(do, €, Z) = (a1, £) 8(do, ¢, X) =(q1, X)
3(q1, a, X) = (q1, €) 3(q1, b, X) = (a1, €)

(

5(q1, &, Z) = (2, &)
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Maquinas de Turing

Se antrochuce la nocion de Cinta, Se define el concepto de Mdguina de "L uring, se analiza su aplicacion en el congputo de
funciones y su utilizacion en la decision de cadenas. Se describen algunas de sus variantes. Se estudian las Mdguinas
Simples y Compuestas.

La Nocion de Cinta

Cuando empleamos un Automata Finito para el reconocimiento de un lenguaje
regular, se debe proporcionar una cadena para que sea analizada; imaginemos ahora
que esta cadena de entrada se encuentra escrita sobre una cinta infinita que esta
subdividida en celdas unitarias, cada una de las cuales es capaz de contener un solo
simbolo y que existe un apuntador que inicialmente se encuentra sefialando a la celda
que contiene al primer simbolo de la cadena.

Cada transicion realizada en el AF provocara un cambio de estado y hara que el
apuntador avance una celda hacia la derecha; tal como se ilustra graficamente en el
ejemplo mostrado en la figura 10.1:

0[1[{1]/0]0[1|0]--- &(d,, 1)=d, [0[1]1]0]0O[1]0O]

@ 0 Figura 10.1

Sin embargo, cuando se trata de una transicion épsilon, entonces solamente se

provoca un cambio de estado, pero el apuntador permanece en la celda que aun no
ha sido leida, tal como se muestra en la figura 10.2:

0[1]{1]|0|0[1|0]--- &(d,e)=d, |0[1[1|0]0O[1]0O]

@ @ Figura 10.2

Finalmente, se considera que la cadena ha sido agotada cuando el apuntador llega a
una celda que esta vacia. Este hecho se suele representar por medio de un simbolo
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especial como por ejemplo: #, el cual no pertenece al alfabeto > y en ese momento el
autdmata termina su proceso, y es cuando se considera el estado en que se finaliza,
para determinar la aceptacion o rechazo de la cadena propuesta, tal como se
ejemplifica en la figura 10.3.

0[1/1/0[1|0[#|- 8(q9,,0)=q, [0[1[1]0]1][0]#]

@ @ Figura 10.3

Autdmata Finito Determinista Bidireccional

Un Autémata Finito Determinista Bidireccional (AFDB) es aquel que permite que el
apuntador se pueda desplazar tanto hacia la derecha como hacia la izquierda. Se ha
demostrado que esta capacidad de movimiento no le agrega ningun poder a este tipo
de AF respecto de los otros, y en cambio, se pueden presentar situaciones en las que
se cicle y nunca alcance el fin de la cadena.

Ejemplo

Sea el AFDB definido por: Q ={qo, 91, 92}, 2 ={0,1},s=qo, F={qo, g1 } y la
funcion & que contiene a las transiciones siguientes:

6(do, 0) = (do, R) 8(qo, 1) = (91, R)
6(q1, 0) = (a1, R) 8(g1, 1) = (92, L)
(g2, 0) = (qo, R) 8(g2, 1) = (92, L)

Donde se denota con la letra R a un desplazamiento hacia la derecha (Right) y con la
letra L un desplazamiento hacia la Izquierda (Left).

Ahora observemos el proceso que sigue para la aceptacion de w = 1010010.

(0,1010010) + (q,1010010) - (g,,1010010) + (q,,1010010) + (q,,1010010) -
(41,1010010) + (q,,2010010) - (g,,1010010) + (q,,1010010) + (qo,1010010) -
(41,1010010) - (q,,1010010%)

Este automata acepta las cadenas que no contengan la subcadena 11, cada vez que
detecta un segundo 1, regresa para comprobar que el simbolo anterior es 0, sin
embargo, en caso de haber dos 1s consecutivos, se cicla indefinidamente, como se
muestra en la siguiente secuencia:

(9o, 911) (o, 011) F (a4, 011) - (az, 011) - (qz, 011) + (Gp, 011) +(qy, 011) ...
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En la figura que se muestra a continuacion, tenemos el AFN equivalente a este AFDB
y que acepta al lenguaje: L = (¢ U 1)(0 U 01)*.

Figura 10.4

La Maquina de Turing?®

Conceptualmente una Maquina de Turing (MT) puede parecer muy semejante al
modelo de AFDB presentado previamente, pero la pequefa gran diferencia es que
este dispositivo tiene la posibilidad de escribir sobre la cinta. Esta capacidad le
permite a la MT devolver una respuesta, por medio de una cadena de salida.

Formalmente definimos una Maquina de Turing como M = (Q, 2, I, s, #, F, 8), en
donde Q es el conjunto de estados, > es el alfabeto de entrada, T es el alfabeto de la
Cinta (2 < I), s es el estado inicial, # es el simbolo de vacio (# € ', pero # ¢ %)), F es
el conjunto de estados finales y 6 es la funcién de Transicion determinista.

En este caso, cada transicidon provoca tres respuestas, primero un posible cambio de
estado, segundo, la escritura de un simbolo sobre la celda actual y, tercero, el
desplazamiento del apuntador (también llamado cabezal de lectura-escritura o CLE)
hacia la celda de la derecha o la celda de la izquierda. Las MTs pueden ser no
deterministas, pero como esta caracteristica no les da mayor poder, nos limitaremos a
estudiar solamente las MTD.

Ejemplo 1

Consideremos la MT definida por los siguientes elementos: Q = { qo, g1, 92}, 2={a, b },
s=dqo, I'={a, b, #,F={qx}Yy las transiciones:

8(do, @) = (do, &, R)

8(do, b) = (do, &, R)

3(do, #) = (a1, #, L)

(g1, @) = (a1, &, L)

5(q1, #) = (g2, #, R)

2 Alan Mathison Turing (1912-1954), matematico briténico y pionero en la teoria de la computacion. Nacié en Londres y estudio
en las universidades de Cambridge y Princeton. En 1936, mientras era todavia un estudiante, publicé un ensayo titulado On
Computable Numbers (Sobre nimeros calculables), con el que contribuyé a la l6gica matematica al introducir el concepto
tedrico de un dispositivo de calculo que hoy se conoce como la maquina de Turing. El concepto de esta maquina, que podria
efectuar tedricamente cualquier calculo matematico, fue importante en el desarrollo de las computadoras digitales.
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Esta Maquina reemplaza una a por otra a y se desplaza a la derecha, si encuentra
una b la reemplazara también por una a y desplaza la CLE a la derecha, cuando
encuentre una celda en blanco cambiara de estado y se desplaza a la izquierda, en el
estado g recorrera la cinta a la izquierda, hasta encontrar la celda vacia que se
encuentra antes de la cadena, donde cambiara de estado, se movera a la celda inicial
y se parara. La transicion 8(q4, b) no se define porque jamas se utilizara.

El funcionamiento de esta MT para la cadena w = abba, lo podemos representar por
medio de las descripciones instantaneas siguientes (las celdas anteriores y
posteriores a la cadena se asumen vacias y solo se indican cuando es necesario):

(qo,abba) r (qo,abba) + (qo,aaba) + (qo,aaaa) r (qo,aaaa#) + (q1,aaaa) + (qq1,aaga) +
(91,aa@aa) - (q1,aaaa) +- (q1,#aaaa) + (q2,a2aaa)

O bien, otra notacidn mas compacta seria poniendo el estado antes del simbolo
correspondiente a la celda actual:

goabba + aqobba + aaqoba + aaaqpa + aaaaqo# + aaaqqa + aaqqaa + aqqaaa + qiaaaa
+ qi#aaaa + qpaaaa
Ejemplo 2

Consideremos la Maquina de Turing siguiente: Q = {qo, q1, 92}, > = {0, 1}, T ={0, 1, #},
S =(qo, F ={qg2}y las transiciones:

6(do, 0) = (qo, 1, R) 8(do, 1) = (do, 0, R)
6(do, #) = (91, #, L) 8(q1, 0)=(q+, O, L)
6(as, 1) = (a1, 1,L) 3(qs, #) = (a2, #, R)

Esta Maquina complementa las cadenas sobre el alfabeto > hasta encontrar una
celda en blanco, entonces regresara hasta el primer simbolo no blanco y parara.

Como en el primer ejemplo, se asume que la CLE se ubica sobre el primer simbolo de
cadena de entrada. Por ejemplo, para la cadena w = 0110, tenemos:

(do, 0110) + (o, 1110) + (go, 1010) + (do, 1000) + (go, 1001#) + (q1, 1001) + (q1, 1001)
= (a1, 1001) - (1, 1001) - (q1, #1001) - (g2, 1001)

Este proceso se puede resumir de la siguiente forma: (qo, 0110) +* (g2, 1001). (Donde
el asterisco denota que se requieren de varias transiciones para llegar a la descripcion
de la derecha)
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Funciones Turing-Computables

Puesto que se una MT puede leer y escribir sobre la cinta, podemos observar que la
cadena de entrada también se transforma en una cadena de salida, formada por los
simbolos que quedan en la cinta al terminar la ejecucién de la misma, para ello, es
conveniente construir la MT de tal forma que finalice con la CLE ubicada en la misma
posicidn donde inicio, tal como se hizo en los ejemplos precedentes. La posicion inicial
puede ser elegida arbitrariamente, en estos ejemplos hemos elegido la celda que
contiene al primer simbolo de la cadena, pero puede ser la celda vacia precedente o
la que esta después del final de la cadena, lo importante es que la celda inicial elegida
sea siempre la misma, para que la MT trabaje correctamente.

En estos ejemplos, las MTs se han construido de tal forma que siempre paren, que
siempre alcancen al estado final. A la secuencia de movimientos que nos conducen a
una configuracion de parada se le llama Computacion. En forma compacta,
expresamos una computacién como: (go, W) * (qs, U)

Si existe una funcién F sobre la cadena w, tal que F(w) = u, y si existe una Maquina de
Turing para la cual se puede efectuar la computacion (qo, W) * (gf, U), donde s = Qo y
gs € F, para cualquier cadena w en el dominio de F, entonces se dice que la funcién
de cadena F es Turing-computable.

Ejemplo 1

Construir una Maquina de Turing para realizar la suma de dos numeros en base uno,
es decir, el nimero n se representa como una cadena de n unos: 1". El proceso a
realizar para sumar n + m consiste en computar: (qo, 1™+1™) ~* (g4, 1"™):

8(do, 1) = (90, 1, R) 8(do, +) = (a1, 1, R)
6(q1, 1) = (a1, 1, R) o(qr, #) = (a2, #, L)
6(92, 1) = (a3, #, L) 8(gs, 1) = (g3, 1, L)
(a3, #) = (a4, #, R)

Por ejemplo para sumar 3 + 2 tenemos la siguiente computacion:

(Qo, 111+11) - (qo, 111+11) - (qo, 111+11) H(qo, 111411) - (q, 111111) - (a4, 1111113)
- (g1, 111111#) + (g2, 111111) + (9s, 11111#) + (g, 11111) + (g3, 11111) + (g3, 11111)
- (Qs, 11111) - (qs, #11111) - (qa, 11111)
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Ejemplo 2

Para construir una Maquina de Turing para realizar la resta de dos numeros, se debe
realizar un proceso mas elaborado que el del ejemplo anterior, pues debemos ir
eliminando un 1 del sustraendo por cada 1 del minuendo y repetir este proceso tantas
veces como sea necesario, hasta agotar la cantidad de unos en alguna de las dos
partes, considerando la posibilidad de que la diferencia sea negativa. Este proceso se
resume entonces en: (qo, 1"-1™) +* (g7, 1"™), si el resultado es positivo o cero y en:
(9o, 1"-1™) +* (g7, —1™™") para el caso contrario.

8(do, 1) = (do, 1, R)

6(q0= _) = (q1’ B R)

( )
o(qr, #) = (a2, #, L) 8(d2, 1) = (g3, #, L) 6(ds, 1) = (93, 1, L)
5(qs, #) = (a4, #, R) 6(ds, 1) = (do, #, R)
6(q41 _) = q5’ 11 L) 8(q5’ #) = (q61 ) L) 8(q6’ #) = (q7’ #’ R)

(
(
8(gs, —) = (93, — L)
(
(

8(92, —) = (qe, #, L) 8(des 1) = (g, 1, L)

Por ejemplo, para realizar la resta de 3 — 2, iniciamos con 111-11 y tenemos que
realizar la siguiente secuencia, hasta obtener el resultado de 1:

(Qo, 111-11) + (qo, 111-11) + (qo, 111-11) - (qo, 111=11) - (g4, 111-11) +- (g4, 111-11)
= (01, 111-11#) - (92, 111-11#) + (g3, 111-1##) + (g3, 111-1) - (g3, 111-1) +

(93, 111-1) + (a3, 111-1) + (g, #111-1) +- (4, #111-1) F (o, ##11-1) - (Qo, 11-1) -
(do, 11=1) - (91, 11-1) + (a1, 11-1#) + (q2, 11-1#) + (q3, 119#) + (qs, 11-) - (93, 11-)
- (93, #11-) - (Qa, #11-) + (o, ##1-) - (qo, 12) F (A1, 1-#) - (2, 1#) + (Qe, 1H##) +

(96, #1) - (a7, #1)

Ahora, para restar 2 — 3, la secuencia es como sigue:

(Qo, 11-111) + (qo, 11-111) + (qo, 11=111) - (g1, 11-111) - (g4, 11-111) +- (g4, 11-111)
= (a1, 11-111#) - (92, 11-111#) F (93, 11-11##) + (g3, 11-11) - (g3, 11211) +

(93, 11-11) + (g3, 11-11) + (a3, #11-11) + (q4, #11-11) + (qo, ##1-11) +- (qo, 1211) +
(a1, 1-11) - (g1, 1-11) + (1, 1-11#) + (q2, 1-11#) + (Q3, 1-1##) - (qs, 1=1) - (93, 1-1)
- (Q3, #1-1) - (Qa, #1-1) F (Qo, ##Z1) - (Q1,—1#) F (q1,—-1#) = (92,—1#) - (a3, ##) +-

(ds, #-) + (da, #=) + (a5, #1) - (de, #-1) + (a7, #=1)
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Finalmente, para restar 1 — 1, se tiene la siguiente secuencia:
(9o, 1-1) = (qo, 1=1) = (a1, 1-1) = (Qq, 1-1#) + (q2, 1-1#) - (qs, 1) + (s, 1-) -
(qs, #1-) - (qa, #1-) - (qo, #H#=) - (Q1,—#) + (92, =H) - (de, ##) - (a7, #H)

Ejemplo 3

Construyase una Maquina de Turing a la que se le da una cadena no vacia de unos y
ceros para que devuelva una cadena con los simbolos ordenados, primero los ceros y
a continuacion los unos, como se ejemplifica a continuacion:

(qo, 100101) +* (gs, 000111)

Las transiciones necesarias son:

8(do, 0) = (q0, 0, R)
8(g1, 0) = (92, 1, L)
8(qz, #) = (a3, #, R)
8(do, #) = (qa, #, L)

8(do, 1) = (a1, 1, R)
8(92, 1) = (92, 1, L)
8(gs, 1) = (a1, 0, R)
8(da, 0) =(gs, 0, L)

5(q4, #) = (a5, #, R)
Reconocimiento de Lenguajes con Maguinas de Turing

Otra aplicacion especifica de las MT es la determinacion de que una cadena dada
pertenezca o no a cierto lenguaje estipulado. A esta propiedad se le llama
Decidibilidad, ya que la MT puede decidir o reconocer si la cadena pertenece o no al
lenguaje dado. La MT nos hace saber que la cadena pertenece al referido lenguaje
cuando llega a un tipo de estado final llamado estado de Aceptacion, y en caso
contrario, nos indica que la cadena no pertenece a dicho lenguaje cuando llega a otro
estado final, llamado en este caso, estado de Rechazo.

Sea M una MT cualquiera, entonces decimos que el lenguaje aceptado por M es:
L(M) = {w € 2*| (do, W) " (qa, U) para ga € F}

Ejemplo 1

Construir una Maquina de Turing para decidir el Lenguaje Regular a*b™.

SeaQ={qo, a1, 98 0r}, 2={a, b} IF={a b #,s=q,F={aa}, R={qgr}Vylas
transiciones:
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8(do, @) = (do, @, R) 8(qo, b) = (a1, b, R)

8(q1, b) = (a1, b, R) (a1, #) = (aa, #, R)
Las siguientes transiciones se utilizan en caso de rechazar la cadena:

8(qo, #) = (Ar, #, R) 5(q1, @) = (ar, &, R)

En la Figura 10.5 se compara esta MT obtenida con el AFD equivalente, ya que se
encontrara una gran similitud entre ambos, salvo las transiciones para la # y el hecho
de que la MT no requiere de agotar la cadena para rechazarla.

Figura 10.5
Ejemplo 2

El lenguaje dado por la expresion regular L = ( (a U b )? )*, esta formado por todas las
cadenas de longitud par, y es aceptado por el AFD definido por: Q = { qo, 91 }, S = Qo,
>={a,b}, F={qo}y las transiciones siguientes:

5( qo, &) = a1 3( o, b) = qs

6( g1, a) =qo 8( g1, b)=qo
Para hacer la MT equivalente, tenemos que: Q' ={ o, 91, 9r, 9o }, S=0o, 2 ={a, b },
I'={a,b,#},R={qr}, F ={qa}y las transiciones siguientes:

0'(qo, @) = (a1, @, R) 8'(9o, b) = (a1, b, R)
8'(q1, @) = (do, @, R) 8'(q1, b) = (qo, b, R)
'(do, #) = (aa, #, R) o'(q1, #) = (ar, #, R)

En la Figura 10.6 se muestra graficamente a la MT que decide el lenguaje en cuestion:

También es posible construir una MT no determinista a partir de un AFN dado, sin
embargo, esto no es recomendable, siempre es preferible encontrar primero el AFD
minimo equivalente antes de construir la MT determinista.
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Figura 10.6

Decidibilidad de LICs

En el siguiente capitulo vamos a mostrar una técnica para construir una MT a partir de
un APD o un APN dados, por lo pronto, nos limitaremos a afirmar que Todo LIC es
Decidible y mostrar, con un par de ejemplos, como se puede construir una MT para
decidir esta clase de lenguajes.

Ejemplo 1

Construir una Maquina de Turing para decidir al siguiente LIC: L ={a"b" | n >0 }. Este
proceso requiere de varias fases, la primera consiste en reemplazar la primera a por
un simbolo # para luego buscar la ultima b y cambiarla por otro #, con el fin de
descartar por parejas. Para ello se usan las siguientes transiciones:

8(qo, @) = (a1, #, R) 8(q1, b) = (a1, b, R)
6(ds, @) = (91, &, R) o(qs, #) = (a2, #, L)
6(dz, b) = (qs, #, L)

En la segunda fase usamos el estado q; para retroceder hasta localizar el # escrito
previamente y se regresa al estado qp para repetir el proceso anterior:

5(as, @) = (gs, &, L) 8(qs, b) = (as, b, L)

8(q3, #) = (qo, #, R)
El proceso termina si al regresar al estado qo ya no queda ninguna a y tampoco
ninguna b, sino que la cinta esta en blanco y encontramos al simbolo #, esta situacion

también aplica si la cadena inicial es la cadena vacia, por tanto, la transicién final debe
ser:

6(do, #) = (qa, #, L)
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Si la cadena pertenece al lenguaje la cinta quedara en blanco y se finalizara en el
estado de aceptacién ga, en caso contrario, la MT se utilizara alguna de las tres
transiciones para ir al estado de rechazo, dependiendo del caso:

6(dz2, @) = (Qr, &, L) 8(qo, b) = (gr, b, L)
6(02, #) = (Qr, #, L)

La Maquina de Turing esta dada por: Q ={qo, 91, 92, 93, 9a, qr}, 2. = {a,b}, ' ={a, b, #},
s = qo, F = {qa}, R ={qr} y las 12 transiciones anteriores, por ejemplo, para procesar la
cadena w4 = aabb, tenemos las siguientes descripciones instantaneas:

(qo, @aabb) + (g1, #abb) + (q1, #abb) + (g1, #abb) + (g1, #abb#) + (g2, #abb#) -
(q3, #ab#) - (qs, #ab#) - (qz, #ab#) - (qo, #ab#) - (q1, #b#) + (q1, #b#) + (q2, #b#) -
(Qa, ##) - (Qo, ##) - (qa, ##)

Al aplicar la MT anterior para cadenas que no pertenecen al lenguaje citado,
tendremos situaciones como las siguientes, si sobra una a: (qo, aaabb) +* (qr, ##) 0
bien si sobran varias as: (qo, aaaab) +* (qr, aa), mientras que, cuando sobra una o
varias bs: (qo, aabbb) +* (gr, #b), ademas, podemos tener situaciones en las que se
encuentra una a donde deberia haber una b, o que hay una b donde deberia haber
una a y que también nos conduciran a gg.

Es frecuente que se considere innecesario definir las transiciones hacia el estado de
rechazo, sin perder el concepto de Decidibilidad, sino que, como en el caso de los
AFDs, se considere como rechazada a la cadena cuando no existen transiciones
definidas aplicables, de esta manera nos podemos ahorrar el esfuerzo de enlistar una
gran cantidad de transiciones hacia el estado de rechazo.

Ejemplo 2

Construir una Maquina de Turing para decidir el lenguaje {w < {a, b }* | w = w? }.
Esta Maquina de Turing esta dada por: Q = {qo, 91, 92, 93, 94, 95, 9a}, S = o, 2. = {a, b},
I'={a,b,#}, F={qa} Yy las transiciones que se explican a continuacion:

Primero se lee el simbolo inicial de la cadena, si se trata de una a se borra, pasando
al estado g1 y se utilizan las transiciones de la columna izquierda para verificar si
existe una a al final de la cadena. Pero si el simbolo inicial es una b, se borra pasando
al estado qy, y entonces se emplean las transiciones de la columna derecha para
verificar que el simbolo del final de la cadena sea una b:
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6(do, @) = (91, #, R) 8(qo, b) = (g2, #, R)
6(q1, @) = (91, &, R) 8(d2, @) = (92, &, R)
8(q1,b)=(q1,b R) 8(d2, b) = (g2, b, R)
(a1, #) = (a3, #, L) 8(Q2, #) = (qa, #, L)
3(qs, a) = (qﬁ,# L) 8(ds, b) = (g5, #, L)

Si al regresar a la celda anterior la encuentra vacia, significa que se trataba de una
palindroma de longitud impar y se acepta la cadena:

6(ds, #) = (qa, #, L) 5(qa, #) = (aa, #, L)

El estado gs se utilizara para regresar al inicio de la cadena y repetir nuevamente el
ciclo de transiciones, pero, si la cinta ya quedd en blanco, se pasara al estado de
aceptacion, pues se trata de una palindroma de longitud par:

6(ds, @) = (g5, &, L) 3(gs, b) = (gs, b, L)
o0(ds, #) = (do, #, R) 3(qo, #) = (aa, #, L)
Ejemplo 3

Construir una Maquina de Turing para decidir el lenguaje { w € {0, 1}* | No(w)=N1(w) }.

La estrategia que se sigue para construir esta MT consiste en leer y borrar el primer
simbolo de la cadena, si éste es un 0, debera buscar un 1, si lo encuentra marcarlo y
si no, rechazara la cadena. Analogamente, si el simbolo inicial es un 1, se buscara
posteriormente un 0. Pero si el simbolo inicial es uno previamente marcado, éste
simplemente se borra. Este proceso se repite hasta agotar la cadena y es entonces
cuando se acepta.

Las transiciones necesarias son:

8(qo, 0) = (a1, #, R) 8(do, 1) = (92, #, R)
(g1, 0) = (a1, 0, R) 8(d2, 1) = (92, 1, R)
(g1, X) = (a1, X, R) (g2, X) = (92, X, R)
(a1, #) = (ar, #, L) (2, #) = (qr, #, L)
8(q1, 1) = (g3, x, L) 8(92, 0) = (g3, x, L)
(g3, ¢) = (a3, o, L) (g3, #) = (qo, #, R)
8(do, X) = (do, #, R) 8(do, #) = (9a, #, R)

Donde ¢ se emplea para representar a cualquier simbolo de la cinta distinto de #.
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Otros Lenguajes Decidibles

Finalmente, mostraremos un par de ejemplos de construccion de MTs que deciden
sobre las cadenas de un lenguaje que no es LIC.

Ejemplo 1

De manera analoga al caso presentado en el ejemplo anterior podemos construir una
Maquina de Turing para decidir el lenguaje {a"b"c" | n > 0 }, del que ya se dijo antes
no es un LIC. Esta Maquina de Turing esta dada por: Q = {qo, 91, 92, 93, 94, 9a}, S = qo,
x={a,b},I'={a,b,c,d,#}, F={qa}y las transiciones siguientes:

6(qo, #) = (O, #, L) 8(do, @) = (a1, #, R)
5(a1, @) = (a1, &, R) 8(q1, d) =(q1, d, R)
(g1, b) = (a2, d, R) 8(q2, b) = (a2, b, R)
(92, ¢) = (92, ¢, R) 8(qz, #) = (g3, #, L)
(g3, ¢) = (94, #, L) (g4, ©) = (4, o, L)
(04, #) = (q0. #, R) 8(do, d) = (qo, d, R)

Como ya se dijo, o representa cualquier simbolo de la cinta distinto de #. En la Figura
10.7 tenemos la representacion grafica del diagrama de transiciones de esta MT:

a‘a,R b/b,R
d/d,R d/d,R c/c,R
a'#tR " b/d,R
d, q

c/#L

L
wa

Figura 10.7

Por ejemplo, para aceptar la cadena wy = abc, tenemos la siguiente secuencia de
descripciones instantaneas:

(qo, abc) - (g1, #bC) - (92, #dC) - (q2, #ACH) - (q3, #ACH) - (qa, #AH#) - (qa, #AH#) -
(Qo, #d#) + (qo, #d#) + (qa, #d#)
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Aunque lo unico necesario es alcanzar el estado de aceptacion ga para saber que la
cadena pertenece a un lenguaje, en ocasiones se requiere que la MT escriba una
respuesta de salida: generalmente un 1 o una S para indicar la aceptacion y un 0 o
una N para rechazarla. Por lo tanto, se puede complementar el ejemplo presente con
las siguientes transiciones adicionales, que borran el contenido de la cinta y escriben
el simbolo 1 para indicar que la cadena es aceptada:

8(qA’ d) = (qA’ #’ L) S(QA, #) = (q6’ 1’ R)
5(de, #) = (a7, #, L)
Como se dijo, resulta muy laborioso determinar el conjunto de todas las transiciones

necesarias para indicar que la cadena es rechazada, ademas, para todas las posibles
configuraciones se tendria, que limpiar el contenido restante de la cinta y escribir un 0

Ejemplo 2

Construir una Maquina de Turing para decidir el lenguaje L={ww |w € {a, b }*}. Las
transiciones necesarias para que esta MT pueda reconocer las cadenas de L se
dividen en dos procesos, el primero sirve para la localizacion de la mitad de la cadena,
y verificar si es de longitud par, para ello sustituimos minusculas por mayusculas:

o Jo, #) = (QA! #, R)
8(do, b) = (a1, B, R)
S q1, b) = (q1’ b= R)

3(qo, @) = (a1, A, R)
3(qs, @) = (a1, &, R)
5(qq, #) = (92, #, L)

8(q1, B) = (a2, B, L)
=(ds, A, L) (g2, b) = (as, B, L)
=(as, a, L) 8(qs, b) = (as, b, L)
=(qo, A, R) (g3, B) = (qo, B, R)

Una vez concluido este primer proceso, marcamos con el simbolo x la celda donde

3(q2, @

ng,a

(
(
(
8(q1, A) = (a2, A, L)
(92, @)
(3, @)
(

5(qs, A)

inicia la segunda mitad de la cadena e iniciamos las transiciones que corresponden al
segundo paso, y que dependen del simbolo que estaba en la celda marcada:

6(do, A) = (s, X, L) 8(qo, B) = (g5, x, L)

Nos movemos al inicio de la cadena para verificar que el primer simbolo coincide con
el que acabamos de marcar en la segunda mitad de la misma, si es asi lo borramos y
regresamos a la segunda mitad de la cadena, donde continuamos con el proceso de
marcado y borrado:
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6(ds, ©) = (g4, o, L) (ds, ©) = (95, o, L)
6(q4, #) = (ge, #, R) 5(gs, #) = (a7, #, R)
(ge, A) = (gs, #, R) 8(q7, B) = (gs, #, R)
o(ds, A) = (gs, A, R) (s, B) = (gs, B, R)
(g8, X) = (9o, X, R) 8(qe, X) = (g, X, R)
6(de, A) = (g4, X, L) 8(de, B) = (g5, X, L)

Finalmente, para aceptar la cadena se tiene la ultima transicion, cuando hemos
borrado la primera mitad de la cadena y solamente quedan xs en la cinta:

5(qg, #) = (aa, # R)
Variantes de la Maquina de Turing

Hay otras versiones de Maquinas de Turing que, aunque todas son equivalentes al
modelo previamente descrito, son relevantes ya que permiten simplificar y eficientar
ciertas tareas especificas. A continuacién presentamos algunas de estas variantes.

Movimiento Estacionario

La definicién original obliga a que la cabeza de lectura-escritura se desplace hacia la
izquierda (L) o hacia la derecha (R), a veces es necesario hacer que la cabeza pueda
permanecer en la posicién original (S), lo que en esencia sintetiza dos transiciones en
una sola, tal como se indica en el siguiente ejemplo:

S(C]o, b) = (q']’ a, R) ° 6(q1’ a) = (q2’ a, L) = S(C]o, b) = (q2’ a, S)
Lo unico que hace falta en este caso es agregar la tercera opcion en el contradominio
de la funcion de transicion: 6:QxI' > Q xI'x {L,R, S }.
Maquinas Multiceldas

Otra modificacion interesante es la llamada Maquina de Turing Multicelda, en la cual
se considera que la cinta esta formada por n pistas, por lo tanto, cada celda de la cinta
esta subdividida en n subceldas, lo que permite almacenar n simbolos por celda,
como ejemplo tenemos la siguiente MT de tres pistas:

El contenido de cada celda puede ser representado entonces por una tercia ordenada
de simbolos, en el ejemplo anterior la celda actual contiene (0, 1, 1). Como ya se dijo,
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estas maquinas no tienen mas poder, pero hacen mas facil la solucién de ciertos
problemas.

—
_| =
—
—

# #
# # .
# #

Figura 10.8

Podemos utilizar una MT Multicelda para hacer la suma binaria de dos cadenas de
unos y ceros de la misma longitud. En la primera pista se escribe la cadena que

oo
—

Ejemplo 1

representa el primer sumando y en la segunda al otro y se realiza la suma sobre la
tercer pista, inicialmente en blanco.

Por comodidad, se asume que la cabeza de lectura-escritura se encuentra en el
extremo derecho de la cinta. El estado qo, es para cuando la suma no implica acarreo,
mientras que g1 es el estado para la suma con acarreo. El conjunto de transiciones
necesario para realizar la suma es:

8(qo, (0, 0, #)) =(qo, (0, 0, 0), L) 8(do, (0, 1, #)) =(qo, (0, 1, 1), L)
8(do, (1, 0, #)) =(qo, (1, 0, 1), L) 8(qo, (1, 1, #)) = (a1, (1, 1,0), L)
5(at, (0, 0, #)) = (qo, (0, 0, 1), L) (a1, (1,0, #)) = (a1, (1,0, 0), L)
8(ar, (0, 1, #)) = (a1, (0, 1, 0), L) 8(ar, (1,1, #)) = (a1, (1, 1, 1), L)
S(qo, (#, #, #)) = (92, (#, #, #), R) (a1, (#, #,#)) = (92, (0, 0, 1), S)
Como ejemplo se muestra la siguiente suma, usando las transiciones precedentes:
#1(0|0[1]1|# . 0/1|0(0]1(1|#
#1[1(0/0(1|#]| - = 0]1[1[0|0[1]#]| -
#H#\#HEEEE 110(1]1|0|0|#

Figura 10.9

Una situaciéon comun en la que se emplean las MT multiceldas, consiste en hacer el

Ejemplo 2

reconocimiento de una cadena sin alterarla, empleando una segunda pista para hacer
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el marcaje de las celdas. Con base en lo anterior, construir una MT de dos pistas para
reconocer las cadenas del siguiente lenguaje: L = {w € {a, b}* | Na(w)=Np(w) }.

Las transiciones necesarias son:

8(qo, (a, #)) = (a1, (a, X), R) 8(qo, (b, #)) = (g2, (b, X), R)
5(a1, (a, #)) = (a1, (a, #), R) 5(q2, (b, #)) = (g2, (b, #), R)
(g1, (b, y)) =(as, (b, y), R) 8(d2, (&, y)) = (a2, (&, ¥), R)
8(q1, (#, #)) = (ar, (#, #), L) 8(qz, (#, #)) = (ar, (#, #), L)
(g1, (b, #)) = (gs, (b, y), L) 8(q2, (a, #)) = (a3, (&, y), L)
6(qs, (a, #)) = (a3, (a, #), L) (a3, (b, #)) = (gs, (b, #), L)
6(9s (a,y)) = (a3, (&, y), L) (a3, (b, y)) = (gs, (b, y), L)
(g3, (a, X)) = (qo, (a, X), R) 8(qs, (b, X)) = (qo, (b, x), R)
8(do, (&, y)) = (do, (&, X), R) 8(do, (b, y)) = (qo, (b, X), R)
R)

6(do, (#, #)) = (qa, (#, #),

Debido a que este tipo de MTs no es mas eficiente que la correspondiente de una sola
pista, no existen otras razones practicas para su uso, con excepcion de las
aplicaciones semejantes a la del primer ejemplo.

Maquinas Semi-Acotadas

Oftra variante comun es la MT semi-acotada, es aquella que solamente es infinita en
una direccién, mientras que en la otra direccidén esta acotada por una celda inicial, la
cual no se debe intentar traspasar hacia la izquierda, porque se provocaria un error.
Debido a esto, conviene que se marque esta celda inicial con un simbolo especial,
como por ejemplo, el asterisco, para indicar que nos encontramos en el limite
izquierdo de la misma y evitar cualquier transicidn en esa direccion, tal como se
muestra en la Figura 10.10:

* b|bla|blalal|--

Figura 1010
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Maquinas Multicintas

El modelo multicinta es muy eficiente, éste consiste en una MT que contiene varias
cintas y cada una de ellas con su cabeza de lectura-escritura, las cuales se mueven
de manera independiente. Este modelo es muy flexible, cada transicion permite
cambiar de estado dependiendo del contenido en las celdas de todas las cintas,
escribir un simbolo distinto en cada celda para cada una de las cintas, asi como
mover la cabeza de lectura-escritura de cada una de las cintas en direcciones
independientes, entonces tenemos que: §: Q xI'" - Q x I'" x {R,L,S}".

Ejemplo

Construir una MT multicinta para el reconocimiento de cadenas pertenecientes al
lenguaje L ={a"b" | n > 0}, para ello se emplean las siguientes transiciones:

6(qos (8, #)) = (qo, (8, @), (R, R) ) 8(qo, (b, #)) = (a1, (b, #), (S, L))
(g1, (b, @)) = (a1, (b, @), (R, L)) 8(q1, (#, #)) = (a2, # #), (S, R) )
La operacion de esta MT la representamos en la Figura 10.11:
#|ala|/bb|b|#| - alala/b/b/b|#|-
t * t
¥ \EHEEEEE # aaal### -

— $
—{

Figura 10.11

Maquinas Multidimensionales

Finalmente, también podemos hablar de la MT multidimensional, la cual puede realizar
desplazamientos en varias dimensiones, como por ejemplo, en la Figura 10.12 se
muestra una MT de dos dimensiones, la cual permite los desplazamientos a la
izquierda y a la derecha, asi como también hacia arriba o hacia abajo (U, D).

#|O(#|1|#|1|#
# 0|1 (#|0|# #
O(1|#|0[1]|#|0
1(011]1|0(1|#
Figura 1012

189



JORGE EDUARDO CARRION V.

Por cada dimension adicional se deberan considerar dos direcciones mas, por
ejemplo, frente y atras (F, B) para la tercera dimension, y asi sucesivamente.

A pesar de ser mas eficientes que los modelos anteriores, son poco utilizadas, debido
a la complejidad que involucran en su conceptualizacién, por lo que no incluiremos
ningun ejemplo de este modelo.

Autdmata de Dos Pilas

Una Maquina de Turing puede también ser simulada por un Automata Determinista de
Dos Pilas, a continuacion se explica el procedimiento a seguir:
1. Primero se copia la cadena contenida en la cinta a la primera pila.

2. A continuacion se vacia el contenido de la primera pila a la segunda, con objeto
de que el simbolo de la cima de la pila coincida con el inicio de la cadena.

3. Ahora se inicia la simulacion propiamente: cada transicion de la MT hacia la
derecha se realiza desapilando un simbolo de la segunda pila y pasandolo a la
primera.

4. Cada transicion de la MT hacia la izquierda, por el contrario, se realiza
desapilando un simbolo de la primera pila y pasandolo a la segunda. De esta
forma el simbolo que apunta la CLE en la MT sera siempre el que se encuentre
en la cima de la segunda pila, y los simbolos a la izquierda de ésta seran los
contenidos en la primera pila, tal como se ejemplifica en la Figura 10.13:

Macquina de Turing Autémata de Dos Pilas
a[b[b[a|bla#]-- L
t b b
a d Figura 10.13

5. La escritura de la cinta se realiza simplemente definiendo transiciones en las que
se reemplace el simbolo que se desapila (lectura) por el nuevo simbolo que se
apila (escritura).

Maquina Universal de Turing

La Maquina Universal de Turing (MUT) es una MT que nos permite reproducir el
funcionamiento de cualquier otra maquina M. Para ello, es necesario establecer un
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cédigo que nos permita proporcionar a la MUT la informacion de las transiciones de
maquina M, dada bajo las siguientes consideraciones:

Por ejemplo, sea M una MT cuyos estados son: Q = { g1, 92, ..., On }, donde s = q1 y
F = { g2 }, entonces podemos iniciar la codificacion de los estados de M, de la
siguiente manera: al estado q4 le asignamos el codigo 1, a g, le corresponde 11, g3
por 111, y asi sucesivamente hasta llegar a q, representado por 1".

Similarmente, si los simbolos admitidos por la cinta de MsonT ={o4, ..., om}, donde
# = o4, representamos a cada simbolo o; por una cadena de i unos, en este caso, el
simbolo # es representado por 1, mientras que o, le corresponde 1™.

Finalmente los desplazamientos a la izquierda se representan por 1y a la derecha por
11.

Entonces una transicion de M quedara codificada por cinco sucesiones de unos,
separadas por un cero, con un cero al principio y otro al final, de tal forma que, por
ejemplo, para codificar a la siguiente transicion:

3(93, 1) = (92, 03, R))
La representamos mediante la siguiente cadena: 01110101101110110.

Entonces, la MUT se construira como una maquina de tres cintas; en la primera se
colocaran todas las transiciones codificadas de M, una a continuacion de otra y la
cabeza de lectura-escritura se ubica al inicio de esta cadena.

En la segunda cinta se escribe la codificacién del contenido de la cinta de M (la
cadena de entrada) como varias secuencias de unos, separadas por ceros, la cabeza
de lectura-escritura también se situa al inicio de esta cadena.

La tercera cadena contiene la codificacion del estado actual, que inicialmente es qy,
representado por un 1.

El funcionamiento de la MUT requiere de muchas transiciones para ejecutar cada
transicion de M, por ejemplo, primero debera leer el estado actual en la tercera cinta, a
continuacion el simbolo actual en la segunda y finalmente buscar la transicidon
correspondiente en la primera cinta; una vez encontrada, modificara el estado actual y
el contenido de la cadena en la segunda cinta, segun indique la transicién, asi como
buscara el siguiente cero a la derecha o a la izquierda, dependiendo de lo que indique
la transicion.
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La MUT aceptara la cadena si M la acepta, y el contenido de la tercera cinta sera 11,
que corresponde al estado de aceptacion y rechazara la cadena si M la rechaza, de tal
forma que la MUT se comportara de manera idéntica a M.
Ejemplo
Codifique la MT definida por las siguientes transiciones:

8(do, &) = (qo, &, R) 8(do, b) = (a1, b, R)

8(q1, b) = (a1, b, R) (a1, #) = (ga, #, R)
Codificando los diferentes estados, tenemos: 1 —qo, 11 —qay 111 —qx.
Ahora, codificando los diferentes simbolos: 1-#,11—-ay 111 —-Db.
Y como todos los desplazamientos son a la derecha, codificamos solamente: 11 — R.
Por lo tanto, la siguiente cadena representa la codificacion solicitada:

0101101011011001011101110111011001110111011101110110011101011010110

Maquinas de Turing basicas

Antes de pretender construir Maquinas de Turing mas compleja, debemos construir
una serie de MTs basicas, que realicen operaciones muy elementales,
fundamentalmente las hay de dos tipos, las que sirven para posicionar la CLE y las
que sirven para escribir.

Movimientos

La Maquina de Turing que se desplaza una celda a la derecha se denota por la letra R
y consiste de tan sélo dos transiciones:

S(QO,G)=(Q1,G,R) S(QQ,#)=(Q1,#,R)
Donde o representa cualquier simbolo de la cinta distinto del vacio.

Similarmente, la Maquina de Turing que se desplaza una celda a la izquierda se
denota por la letra L y también consta de dos transiciones:

6(do, 0 )=(0q1,0,L) O(do, #)=(q1,# L)
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Busqueda de celdas vacias

La siguiente MT busca la primera celda en blanco #, ubicada a la derecha de la
posicion actual, y ahi se para, a esta maquina se le suele referir como Ry y es
aplicable a cualquier alfabeto y para cualquier contenido de la cinta.

Esta MT esta dada por: Q ={qo, 91,92, 93}, s=0qo, T =X U{#}, F={qs } vy las
transiciones:

6(do, o) = (a1, o, R) 3(qo, #) = (a1, #, R)
6(d1, o) = (q1, o, R) o(qr, #) = (a2, #, L)
6(dz, o) = (s, o, R) 5(qz, #) = (a3, #, R)

De manera muy similar se puede construir la maquina que realice la busqueda del
primer simbolo blanco a la izquierda de la posicion actual: Ly, basta reemplazar las L
por Ry viceversa.

Busqueda de celdas no vacias

Esta otra MT busca el primer simbolo no blanco o, ubicado a la izquierda de la
posicion actual, y ahi se para, a esta maquina se le suele referir como Ly y es
aplicable a cualquier alfabeto y para cualquier contenido de la cinta.

Esta MT esta dada por: Q ={ 0, 91,92, 43}, s=qo, T =X U{#}, F={qs}ylas
transiciones:

6(do, ©) = (q1, o, L) 8(qo, #) = (a1, #, L)
6(d1, o) = (42, o, R) o(qs, #) = (a1, #, L)
6(dz, o) = (ds, o, L) 3(q2, #) = (03, #, L)

De manera muy similar se puede construir la maquina que realice la busqueda del
primer simbolo no blanco a la derecha de la posicion actual: Ry, basta reemplazar las
L por Ry viceversa.

Sin embargo, si se pretende dirigir la busqueda hacia una direccion en la que el resto
de la cinta esté en blanco, ya sea a la derecha del fin de la cadena o a la izquierda de
su inicio, la MT correria por siempre y nunca pararia.
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Busqueda del simbolo a

Siguiendo el mismo orden de ideas, se puede construir una maquina que realice la
busqueda del simbolo a, a la izquierda de la posicién actual: L, o a la derecha de la
posicion actual: R,.

Complementariamente, se podrian hacer maquinas que realicen la busqueda del
primer simbolo diferente de a, a la izquierda o a la derecha de la posicion actual,
denotadas respectivamente como: Ly y Ra.

Escritura del simbolo a

Esta MT reemplaza el contenido de la celda donde se encuentra, no importando cual
sea, por un simbolo a y permanece en esa misma celda; a esta maquina la vamos a
designar simplemente por la letra a.

SeaotraMT dadapor: Q={qo, q1,92}, 8,6 X, =X U{#,s=qo, F={q2}y

6(do, o) = (q1, &, R) 5(qo, #) = (a1, &, R)
8(d1, 6) = (d2, o, L) o(q, #) = (02, #, L)

Maquinas de Turing Compuestas

La combinacién de dos o mas Maquinas de Turing se realiza bajo la suposicion de
que ambas comparten la misma cinta, y que al terminar la ejecucion de la primera
maquina, la cadena de salida contenida en la cinta, sera la cadena de entrada para el
inicio de la segunda, la posicion de la cabeza de lectura sera sobre la celda donde
termind la ejecucion de la primera maquina.

Ejemplos varios

La composicion siguiente: Rga es una nueva MT que busca el primer blanco a la
derecha de la posicidn actual, lo reemplaza por una a y ahi se queda, como se ilustra
en la figura 10.14:

alb/bla|bla|#|- Rea alb/bla|bjaja|---

T F T Figura 1014

Para buscar hacia la derecha de la celda actual a la tercer celda no vacia, utilizamos
la composicion Ry Rg¢ Re, como se aprecia en la figura 10.15.
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a|# blbl#al# ReReRe a|# blbl#al#
T = T Figura 1015

Y para buscar hacia la izquierda de la posicion actual a la tercera celda vacia, usamos
la composicion Ly Ly Ly, (Figura 10.16)
al# b|# #| al#| LeLale al# b|# #| al#|

T F T Figura 10.16

La maquina LalLala, escribe una secuencia de tres as a la izquierda de la posicion

inicial (ver figura 10.17)

a|#|bl|#|# al#| Lalala al#|lalalala|#|

T F T Figura 1017

Finalmente, la Maquina: RgalL4R, busca el primer blanco al final de la cadena, adiciona

una ay se mueve a la celda inicial de la cadena, ver figura 10.18.

#|a|blb|bla|#| - Real R #lalblblblalal -

T F T Figura 10.18

Bifurcacion

Podemos construir una Maquina de Turing mas versatil, que realice una accién si el
simbolo encontrado es uno y otra accion distinta si el simbolo leido es otro distinto,
como por ejemplo, si halla un 0 debera escribir un 1, pero si hay un 1, entonces
escribira un 0, la parte esencial de esta maquina condicional es la Bifurcacién, que
consta de las siguientes transiciones:

6(do, 0) = (g1, 0, R) 8(do, 1) = (g3, 1, R)
6(d1, 0) = (92, 0, L) 8(q1, 1) = (g2, 1, L)
6(ds, 0) = (94, 0, L) 8(ds, 1) = (qs, 1, L)

Como podemos observar, esta maquina no altera el contenido de la cinta, sino que
solamente elige uno de los dos estados finales, segun el simbolo que se encuentre en
la celda actual, si hay un 0 lo indicara terminando en el estado q,, mientras que si
encuentra un 1, lo senalara finalizando en el estado qa.

Graficamente podemos representar la bifurcacién mediante el siguiente diagrama:
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Figura 10149

Ejemplo

Con esta idea, podemos construir una maquina compuesta como la que se muestra
en la Figura 10.20, para que analice una cadena y que produzca su complemento, es
decir, que reemplace los unos por ceros y los ceros por unos, como por ejemplo, en la
siguiente computacion: (qo, #0110) +* (qr, #1001):

¥
™
=]
I
=
r
[

7 \e

L.
N Figura 10.20

Esta representaciéon nos permite construir maquinas mas complejas, sin entrar en el
detalle de las transiciones, como se muestra en los ejemplos siguientes.

Corrimiento a la Derecha

En la figura 10.21 se representa a una Maquina de Turing que realiza el corrimiento de
una cadena a la derecha, es decir, que transforma la cadena #w# en ##w, la cual se le
identifica como Sgr (Shift-Right), de manera semejante se puede construir la MT Sy,
que efectue el corrimiento a la izquierda de la cadena.

re _)
R, - L g »Rol

R# Figura 10.21
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Copia de Cadenas

En la siguiente figura se muestra a una Maquina de Turing, denominada C, que realiza
la copia de una cadena, es decir, que dada la cadena w e {a, b}*, el resultado en la
cinta queda como #w#w.

/—-_U 2 2
—+R——— ﬁR#aL#a—:
#

L, Figura 10.22

Duplicacion de Cadenas

Para duplicar una cadena, se realiza la copia con C y luego se elimina el simbolo
vacio intermedio, con Sg, para finalmente obtener ww, como se ilustra en la siguiente
figura:

# a|\b|b|#|#|#|#| CSp |#|#|a|b|bla|lb|b|#|---
T = T Figura 10.23

Reconocimiento de Cadenas

Por ultimo, en la figura 10.24 se muestra una MT que hace el reconocimiento de
cadenas de la forma wwR, (palindromas de longitud par), supongamos que el
contenido inicial de la cinta es #ww™#, procedemos a comparar los extremos de la
cadena para verificar que coinciden, borrando los simbolos identificados, continuando
de la misma manera mientras haya coincidencia si el proceso finaliza normalmente, la
cinta queda vacia y unicamente se escribe el simbolo 1 (Acepta), para confirmar que
la cadena es aceptada, en caso contrario, se termina de borrar la cadena y se escribe
el simbolo 0, para denotar que la cadena es rechazada.

o

o

» #R, L ——7—» #L#—>

*R
#,r=0
#
20
Se Acepta
1 laCadena # 0 SeRechaza la Cadena Figura 10.24
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Preguntas
a) ¢Es necesario que una MT agote la cadena de entrada para aceptarla?

b) ¢ Es siempre posible encontrar una MT de una cinta equivalente a una MT
multicinta dada?

C) ¢,Se pueden disefiar MT que sean multicintas-multiceldas?
d) ¢ Se puede disefiar una MUT que permita emular a MTs multicintas?

e) En un autdmata de dos pilas, ;Qué pasa si una de las pilas se vacia? ;Como se
puede simular a una MT que se desplaza mas alla de los limites de la cadena?

Ejercicios Capitulo 10

10.1 Disefie y escriba las transiciones de una Maquina de Turing que realice cada
una de las siguientes funciones:

a) Dada una cadena de entrada de la forma wcx, donde w, x € {a, b}*, arroje
como resultado la cadena xw.

b) Que duplique una cadena, es decir, dada la cadena de entrada w < {a, b}*,
arroje como resultado ww.

c) Dados dos numeros, en notacion unaria, identifique el minimo; la entrada es
una cadena de la forma 1"#1™, con n, m 2 0, mientras que la salida es: 1™, si
m <no 1", en caso contrario.

d) Dada una cadena cualquiera w € {a, b, c}*, ordene los simbolos, colocando
primero las as, a continuacion las bs y finalmente las cs.

e) Dada una cadena cualquiera w € {a, b}*, nos entregue una cadena de salida
que tenga tantos 1s como veces aparezca la secuencia ab dentro de la
cadena w.

f) Dada una cadena de entrada de la forma w = 1", n = 0, nos entregue una
cadena de salida que tenga la forma (01)".

g) Dada una cadena de entrada de la forma w = (ab)", n > 0, nos entregue una
cadena de salida que tenga la forma 1", y nos entregue la cadena 0, si la
entrada no corresponde al formato esperado.

10.2 Disefie y escriba las transiciones de una Maquina de Turing para realizar un
contador binario como sigue:

(g0, O#) * (q0, 1#) * (g0, 10#) r* (g0, 11#) r* (qO, 100#) 1* ...

10.3 Disefie y escriba las transiciones de una maquina de Turing que iniciando en
una cinta en blanco, enumere en orden ascendente las cadenas del siguiente
lenguaje: L ={a" | n > 0}, separadas por un espacio en blanco.
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Disefie y escriba las transiciones de una maquina de Turing que realice la
multiplicacion n x m.

Disefie y escriba las transiciones de una maquina de Turing que calcule n?,
utilizando el desarrollo de una suma de nimpares: n>=1+3 + ... + (2n = 1).

Obtenga una definicion recursiva de n! y disefie una MT que calcule n!

Disefie y escriba las transiciones de una MT que permita decidir las cadenas
para cada uno de los siguientes lenguajes (omita las transiciones de rechazo):

a)L={w e {a, b}*| lalongitud de w es par}

b) L ={w e {a, b}* | w contiene al menos una a}

)

c) L = (aa U bb)*
dL={@ab"|nm>0, m=n}
e)L={we{a b} |w=w"}

fy L={w e {a b} |w=wR}
g L={wcw|we {a, b}*}

h)L={w e {a, b, c}* | wes una cadena de longitud par, no contiene ninguna a
en la primera mitad y ninguna b en la segunda}

i) L={w e {a b, c} | Naw) = Np(w) = Ne(w) }
) L={a*|n=0}

k) L={a""a™" | m,n>0}

) L={a?|n>0}

Diserie y escriba las transiciones de una maquina de Turing de tres pistas que
haga la resta de dos numeros binarios, asumiendo que el minuendo es mayor
que el sustraendo, es decir, que la diferencia es positiva.

Disefie y escriba las transiciones de una maquina de Turing de dos pistas que
permita el reconocimiento del lenguaje L = { wcw | w € {a, b}* }, deje intacta la
cadena original en la primera pista y utilice la segunda pista para ir marcando
los simbolos que van siendo comparados.

Disefie y escriba las transiciones de una maquina de Turing de dos pistas que
permita el reconocimiento del lenguaje L = { ww | w € {a, b}* }, de manera
semejante al problema anterior.

Disefie y escriba las transiciones de una maquina de Turing de dos cintas que
permita el reconocimiento del lenguaje L = { ww"® | w e {a, b}* }.

Disefie y escriba las transiciones de una maquina de Turing de dos cintas que
permita el reconocimiento del lenguaje L = { w € {a, b}* | Na(w) = Np(w) }.
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10.13 Disefe y escriba las transiciones de una maquina de Turing de dos cintas que
duplique una cadena, es decir, dado w e {a,b}*, escriba ww.

10.14 Disefie y escriba las transiciones para cada una de las siguientes Maquinas de
Turing basicas:

a) La maquina de Turing Ly, que busque el primer blanco a la izquierda de la
posicion actual y que se pare sobre dicha celda.

b) La maquina de Turing R#, que busca hacia la derecha de la posicién actual
el primer simbolo no blanco y que se pare sobre dicha celda.

10.15 Por medio de la composicion de maquinas basicas, construir cada una de las
Maquinas de Turing siguientes:

a) Una Maquina de Turing que acepte las cadenas pertenecientes al siguiente
lenguaje L ={w e {a, b }*| el tercer simbolo de w es una a }.

b) Una Maquina de Turing que acepte las cadenas pertenecientes al siguiente
lenguaje L ={w € {a, b }*| el segundo y tercer simbolos de w sonuna b }

¢) Una Maquina de Turing que acepte las cadenas pertenecientes al siguiente
lenguaje L ={w e {a, b }* | wcontiene a la subcadena ab }

d) Una Maquina de Turing que acepte las cadenas pertenecientes al siguiente
lenguaje L ={w € {a, b }* | w contiene a la subcadena bba}

e) La Maquina de Turing S, que realice el Corrimiento a la lzquierda (Shift-Left)
de la cadena w, es decir, que cambie la cadena #w en w#.

f) Dada una cadena de ceros y unos, ordene los simbolos, colocando primero
todos los ceros y a continuacion los unos.

g) La maquina de Turing que decida las cadenas pertenecientes al siguiente
lenguaje L = {wcw | w e {a, b}*}
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Gramaticas No Restringidas

Se define el concepto de Granmdticas No Restringidas, se expone la_Jerarquia de Chomisky para las Gramdticas, se
definen la clase de 1 enguajes Ennnserables y se establece la equivalencia entre las GNR y las M T.

Lenguajes Decidibles

En el capitulo anterior estudiamos el caso de las MTs que siempre son capaces de
aceptar o rechazar cualquier cadena dada de un lenguaje determinado; es decir, estas
MTs siempre alcanzan un estado de parada, y pueden, por tanto, decidir si la cadena
pertenece o no al lenguaje en cuestidon, es por esto, que a estos lenguajes se les
denomina como Lenguajes Decidibles (LD), todos los Lenguajes Independientes del
Contexto (LICs) son Decidibles, y por lo tanto, todos los Lenguajes Regulares (LRs)
también son LDs.

Todo LR es Decidible

En el capitulo anterior se mostraron dos ejemplos de la construccién de MTs para el
reconocimiento de Lenguajes Regulares.

Ahora expondremos una técnica para construir una MT a partir de un AFD cualquiera,
el procedimiento es como sigue:

Dado el AFD compuesto por M = ( Q, 2, s, F, 3), entonces se puede construir la MT
equivalente como sigue: M’ = (Q’, 2, T, s, #, F’, R, &), tal que L(M) = L(M’), en donde:
Q=QuU{as ar}, I =2 U{#}, R={ar}y F’ ={aa}

Las transiciones de la MT se obtienen a partir de las transiciones del AFD, ademas de

otras mas que nos llevan a los estados adicionales ga y gr, los cuales nos sirven para
decidir si la cadena pertenece o no al lenguaje en cuestion:

8(qi, o) = (8(g, 5)), 6;, R), paratodogie Qyoje X
8'(qi #) = (Or, #, R), para todo q; ¢ F
o'(qi, #) = (da, #, R), para todo q; € F
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Todo LICD es Decidible

Ahora veamos como es posible verificar que la clase de los Lenguajes Independientes
del Contexto es un subconjunto de la clase de los Lenguajes Decidibles.

Primero vamos a demostrar que todo Lenguaje Independiente del Contexto
Determinista es también un Lenguaje Decidible, para ello mostraremos, por medio de
un ejemplo, que se puede construir una Maquina de Turing que decida sobre las
cadenas de un lenguaje dado y que funciona de manera equivalente al Automata de
Pila Determinista que acepta dicho lenguaje; en este ejemplo se hace uso del simbolo
de fin de cadena $, para enfatizar el caracter determinista del APD:

Ejemplo

SeaMel APDdadoporQ={qo, 01,94}, 2 ={a, b, $}, T ={A B}, F={ga} ylas
transiciones siguientes:

3( do, &, €) = (o, A) 0( qo, b, A) =(q1, €)
8( g1, b, A) = (qa, B) 8( g1, b, B) = (qy, €)
6( qo, $, €) = (a1, €) 6( g1, $, €) = (da, €)

La estrategia consiste en utilizar una MT de dos cintas, en la primera cinta estara la
cadena a ser decidida y mientras que la segunda cinta simulara a la pila, que
inicialmente estara vacia. El conjunto de estados es idéntico al del APD:

Para las transiciones que desapilan tenemos sus equivalentes en la MT:
8(do, (b, A))= (a1, (b, #), (R,R))
8( a1, (b’ B) ) = ( a4, (b’ #)’ (R’ R) )

Ahora para la transicion que no modifica el tamano de la pila la transicion de la MT no
tiene movimiento en la segunda cinta, aunque si cambia el contenido de la celda:

(ar, (b, A))=(as, (b, B), (R, S))

Mientras que para la transicion que apila, se requiere utilizar un estado intermedio
para desplazarse una celda hacia la izquierda sobre la cinta inferior (hacia donde
crece la pila), no importando el simbolo actual de la celda, para que luego se pueda
escribir el simbolo que se agrega a la cima de la pila:

6( Jo, (a’ 6) ) = ( P, (a’ 6)= (S= L) )
5(p, (@ #))=(do, (& A) (R, S))
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Obsérvese que el apuntador de la segunda cinta siempre indica el simbolo de la cima
de la pila, que como dijimos, crece hacia la izquierda.

La cadena se acepta cuando ésta se agote y la pila esté vacia:
8( qo, (#, #) ) = (aa, (# #), (S, S))
8( a1, (#, #) ) = (aa, (# #), (S, S))

La Decidibilidad exige que siempre podamos determinar cuando una cadena no
pertenece al lenguaje en cuestion, para ello podemos introducir todas las transiciones
que nos conduzcan a un estado de rechazo para todas las distintas situaciones en
que esto sucede, que en este ejemplo son las siguientes:

(a1, (@, 0) ) =(0qr, (&, 6). (S, S))
5( go, (b, #) ) = (qr, (b, #), (S, S) )
5( a1, (b, #)) = (ar, (b, #), (S, S))
5(do, (#, A)) = (ar, (#, A), (S, S) )
8( a1, (# A))=(ar, (# A). (S, 9))
5(qr, (#,B))=(aqr, (#, B), (S, 9))

Como enlistar todas las situaciones posibles resulta siempre muy tedioso y puede
incurrirse muy facilmente en omisiones, se suele dar por sobreentendido que si la MT
se detiene en otro estado distinto al de aceptacién, la cadena es decidida
negativamente, rechazada, como si se hubiera llegado al estado de rechazo.

Todo LICN es Decidible

Para cuando tenemos un APN, no es conveniente tratar de obtener una MT
equivalente que decida al mismo LICN, porque es posible que la MT asi generada
nunca se detenga al analizar cadenas que no pertenezcan al lenguaje, debido a todas
las posibles situaciones que presenta el no-determinismo y que podrian multiplicarse
hasta el infinito, lo que no probaria que es Decidible.

La técnica para demostrar que un LICN dado es Decidible y que evita el riesgo de que
la MT obtenida se cicle, consiste en encontrar una GIC que genere al lenguaje en
cuestidn y demostrar que se puede construir una MT que decida si una cadena dada
es o no posible generarla por medio de esta gramatica, en un numero finito de pasos,
esto seria equivalente a construir una MT que utilice el algoritmo CYK con este
objetivo, tal como lo vimos en el capitulo 7.
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Gramaticas Sensibles al Contexto

Las Gramaticas Sensibles al Contexto son aquellas gramaticas cuyas producciones
son de la forma siguiente: uAv — uwv, donde u, w y v son cadenas de Simbolos
Terminales y No Terminales, posiblemente vacias. Este tipo de gramaticas genera
una clase de lenguajes a los que se les denomina Lenguajes Dependientes del
Contexto o también Sensibles al Contexto.

La produccion uAv — uwv es esencialmente distinta de la produccion: A — w, en el
sentido de que el No terminal A puede ser reemplazado por la cadena w solamente si
A se encuentra dentro de un contexto donde le precede la cadena u y es seguida por
la cadena v, en caso contrario no puede hacerse la sustitucion.

Queda claro que si en todas las producciones de una gramatica, u y v son ambas
cadenas vacias, entonces la gramatica en cuestion es Independiente del Contexto.

Las Gramaticas Sensibles al Contexto son muy utiles para el estudio de la formacién
de los Lenguajes Naturales, y que es una de las ramas de la Inteligencia Atrtificial.

Ejemplo
Se desea construir una Gramatica Sensible al Contexto (GSC) que permita generar
las cadenas que pertenecen al siguiente lenguaje: L ={a"b"c" |n>1}.
Una forma interesante para lograrlo es por medio de la siguiente gramatica:
S —» abc | aAbc
Ab — bA
Ac — Bbcc
bB — Bb
aB — aa | aaA
Observe como es que esta gramatica emplea los SNTs A y B para agregar de manera

ordenada y controlada a los simbolos c, b y a, tal como se ejemplifica en la siguiente
derivacion:

S = aAbc = abAc = abBbcc = aBbbcc = aaAbbcc = aabAbcc = aabbAcc =
aabbBbccc = aabBbbccc = aaBbbbccc = aaabbbccc

Otra gramatica equivalente, pero con un enfoque distinto, que nos permite generar las
cadenas de este lenguaje, se puede describir inicialmente con un par de transiciones
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que nos permitan ir agregando tercias de simbolos a, B y C, hasta llegar a la cantidad
de n, pero como ya se dijo, no es posible generarlos de tal modo que queden
ordenados, entonces utilizamos los SNTs B y C en vez de los simbolos terminales b y
c, respectivamente:

S —» aSBC | aBC
A continuacion introducimos una produccidn que reordene a los simbolos no
terminales B y C que aparezcan fuera de secuencia:

CB—->BC
Ahora requerimos de una serie de producciones que nos permitan realizar las

sustituciones de los Simbolos No Terminales por los terminales correspondientes,
solamente si estan en el orden (contexto) adecuado:

aB - ab
bB — bb
bC — bc
cC —»cc

Comparemos como funciona esta gramatica en la generacion de la misma cadena del
caso anterior: aaabbbccc.

S = aSBC = aaSBCBC = aaaBCBCBC = aaaBCBBCC = aaaBBCBCC =
aaaBBBCCC = aaabBBCCC = aaabbBCCC = aaabbbCCC = aaabbbcCC =
aaabbbccC = aaabbbccc

Si pretendiéramos reemplazar los terminales antes de reordenar los no terminales no
se puede concluir la generacion de ninguna cadena:

S = aSBC = aaBCBC = aabCBC = aabcBC

La produccion CB — BC no parece ser sensible al contexto, de acuerdo con la forma
como se defini6 mas arriba, pero se puede comprobar facilmente que esta produccion
es equivalente a un conjunto de cuatro producciones claramente sensibles al contexto:

CB —> BXB
XB — XY
XY 5 Y
Y->C
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Autdmatas Lineales Acotados

Los Lenguajes Sensibles al Contexto pueden ser reconocidos por unos dispositivos
conocidos como Autdmatas Lineales Acotados (ALA), los cuales son una clase
particular de MTs, deterministas o no, que satisfacen estas dos condiciones:

o El alfabeto de la cinta contiene dos simbolos especiales [ y ], conocidos como

marcadores izquierdo y derecho, respectivamente, de esta forma, el contenido de la
cinta se representa inicialmente como [w].

e EI ALA no puede moverse a la izquierda del marcador [, ni a la derecha del
marcador ], asi como tampoco escribir ningun otro simbolo sobre ellos, ni tampoco
usar esos simbolos en cualquier otra celda intermedia.

Todo LSC es también Decidible

De esta forma, un ALA queda restringido a realizar todas sus operaciones unicamente
sobre las celdas que ocupaba la cadena original. Finalmente, cabe sefialar que dado
un ALA cualquiera, éste siempre llega a una configuracion de parada, por lo que todo
LSC al ser reconocido por un ALA también es Decidible.

Gramaticas No Restringidas

Una Gramatica No Restringida (GNR), también llamada Gramética de Estructura de
Frase, es una cuadrupla G = (N, 2, S, P ), en la que N es un alfabeto de Simbolos No
Terminales, > es el alfabeto de Simbolos Terminales, S es el Simbolo No Terminal
Inicial y P es el conjunto de Producciones de la forma: o — 3, donde la parte izquierda
contiene una cadena de simbolos terminales y no terminales, a e (NUX )*N(NU X
)", en la que al menos hay un simbolo no terminal, y la parte derecha esta formada por
cualquier cadena de simbolos terminales y no terminales § € (N U X )*.

Esta es la definicibn mas amplia de gramatica, incluye a todas las clases previamente
mencionadas y ya no hay otra clase de gramaticas que sea superior a ésta.

A la clase de lenguajes generados por una GNR se le llaman Lenguajes
Recursivamente Enumerables, o simplemente, Lenguajes Enumerables, dentro de los
que se incluye a la clase de los Lenguajes Decidibles. Sin embargo, existen Lenguajes
Enumerables que no son Decidibles, como veremos mas adelante.

Primeramemente, exponemos dos casos de Lenguajes decidibles que son generados
por sus respectivas GNRs, con el fin de entender su funcionamiento.
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Ejemplo 1
Sea la Gramatica no Restringida (GNR) dada por las siguientes producciones:

S — [a]

D] > ]

[—>[D

[>e¢

|

Da — aaD
Con esta gramatica podemos derivar las cadenas w; = a, wo= aa, w3 = aaaa, etc.
(cadenas as de longitud que es potencia de 2). Ahora, analicemos el comportamiento
de esta gramatica en la derivacion de la cadena w; = aaaa:
S = [a] = [Da] = [aaD] = [aa] = [Daa] = [aaDa] = [aaaaD] = [aaaa] = aaaa

El lenguaje generado por esta gramatica es: L = { a2n | n>0}, en este caso el simbolo
D hace el papel de Duplicador de simbolos y solamente lo podemos descartar cuando
haya concluido su tarea de duplicar toda la cadena al extremo derecho de la misma y
es entonces cuando conviene quitar los corchetes.

Ejemplo 2

Sea la Gramatica no Restringida (GNR) dada por las producciones:
S > M]
] — Aa] | Bb]
aA — Aa
aB — Ba
bA — Ab
bB — Bb
MA — aM
MB — bM
|
M- g

Observemos como funciona esta gramatica en la derivacién de w = aabaab:
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S = M] = MAa] = aMa] = aMaAa] = aMAaa] = aaMaa] = aaMaaBb] = aaMaBab]
— aaMBaab] = aabMaab] = aabaab] = aabaab

Esta gramatica genera el siguiente lenguaje: L = {ww | w € { a, b}* }, en este caso el
simbolo M marca la mitad de la cadena.

Toda MT puede simularse por alguna GNR

Todo Lenguaje Enumerable, es aceptado por alguna MT y puede ser generado por
alguna GNR, para mostrar esta equivalencia, se planteara un procedimiento general
que nos permita encontrar una GNR que simule la MT mediante el siguiente ejemplo:

Ejemplo

Sea la MT que acepta el lenguaje regular L = a*, dada por. Q={qo,q1,qa }, 2 ={a},
I'={a,1,#}, s=qo F={qga}ylas transiciones siguientes:

8(do, @) =(q0, &, R)
o( o, #)=(q1, #,R)
(g1, #)=(aa, 1, L)

Primeramente analicemos las descripciones instantaneas que muestran el
comportamiento de la MT para aceptar la siguiente cadena aaa:

gJoa@aa + aqpaa + aaqoa + aaaqo# +— aaa#q# + aaaqa#l

Vamos a construir un conjunto de reglas gramaticales que nos permitan generar
invariablemente a la cadena de la configuracion final: aaaga#1 y luego por medio de
diversas producciones tratar de llegar a la configuracion inicial: gpaaa. La razén de ir
en sentido inverso es que la configuracién inicial es unica.

Para obtener esas reglas, obsérvese en el primer paso que lo que cambia es: qoa por
aqo, mientras que el resto permanece invariable, si el objetivo de la gramatica es
moverse en el sentido inverso al descrito, resulta evidente que una producciéon de la
forma: aqo — Qoa realiza dicho cambio en sentido contrario. Esto es valido para
cualquier transicién a la derecha.

Para ejemplificar las transiciones a la izquierda, hemos definido una transicion que
cambia el contenido de la cinta para hacerlo mas claro, en este caso la subcadena
que cambia es #q.# por qa#l, y entonces la produccidon necesaria para nuestra
gramatica debera tener la forma siguiente: qa#1 — #q#.
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El lector debera ser capaz de deducir como son las producciones para las transiciones
estacionarias en caso de haberlas. Aclarado lo anterior, podemos construir una GNR
que genere a L, por medio de los siguientes pasos:

Paso 1. Inicializacion, donde se incluyen las producciones que nos permiten
regenerar la configuracion final del proceso de aceptacion, por lo que se deben poder
adicionar cualquier simbolo del alfabeto de la cinta I" y el estado de aceptacidon ga, en
donde convenga:

S—>[A
A—>aA|Aa|#A|A#|1A|ALl|qga
Paso 2. Transiciones a la derecha, como se comento arriba, se tiene que:
ago — qoa
#aq1 — qo#
Paso 3. Transiciones a la izquierda, ya antes comentado, tenemos:
aa#l — #q#
Paso 4. Finalizacién, Reemplaza por cadenas vacias los simbolos no terminales:
#oe¢
[0 —> ¢
Aplicando nuestra gramatica para generar la cadena anterior se tiene la siguiente
derivacion:

S = [A = [Al = [A#l = [aA#l = [aaA#l = [aaaA#l = [aaaq#]l = [aaa#q# =
[aaaqo## = [aaqoa## = [aqoaa## = [qoaaa## = aaa## = aaa

Jerarquia de Chomsky

Chomsky clasifico a las gramaticas en cuatro clases basicas; las gramaticas mas
simples son las gramaticas del tipo 3, que corresponden a las Gramaticas Regulares,
las cuales generan a los Lenguajes Regulares y éstos a su vez pueden ser
reconocidos por los Autdomatas Finitos, tal como se tratd en los capitulos iniciales de
esta obra.

Un nivel mas arriba, siguen las gramaticas del tipo 2, que corresponden a las que ya
conocemos como Gramaticas Independientes del Contexto, las cuales generan los
Lenguajes Independientes del Contexto y que pueden ser reconocidos por medio de
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los Autématas de Pila No Deterministas, como ya se abordé en los capitulos
respectivos.

A continuacién, siguen las gramaticas del tipo 1, que podemos identificar con las
Gramaticas Sensibles al Contexto, a las que Chomsky les impone la condicién de que
todas las producciones en este tipo de gramaticas deben ser de la forma o —» B, y
deben cumplir que |a| < |B], esta definicion es casi equivalente a la condicidon expuesta
al inicio de este capitulo, con la salvedad de que con esta restriccion, Chomsky
excluye de este tipo de gramaticas a todas aquellas que generen lenguajes que
contienen a la cadena vacia. Siendo estrictos, este es un impedimento para que esta
clase contenga completamente a todas las gramaticas regulares e independientes del
contexto, para salvar este inconveniente, basta considerar de manera excepcional a la
produccion S — ¢, para los lenguajes que tengan a la cadena vacia.

Finalmente tenemos a las gramaticas del tipo 0, que corresponden a las Gramaticas
No Restringidas, también conocidas como las Gramaticas Irrestrictas o Gramaticas de
Estructura de Frase.

A los lenguajes generados por estas gramaticas se les llama Lenguajes
Recursivamente Enumerables, o simplemente Lenguajes Enumerables y pueden ser
aceptados, pero tal vez no decididos, por alguna Maquina de Turing.

Lenguajes Enumerables

En el capitulo anterior mencionamos que una MT podia decidir si una cadena
pertenecia o no a un lenguaje. Sin embargo, es posible disefiar las MTs para que
solamente se detengan en el caso que una cadena pertenezca a un determinado
lenguaje y se ciclen indefinidamente cuando no, a esta situacion se le denomina
Aceptar a una cadena, incluso con lenguajes decidibles.

En la siguiente figura, se muestran dos representaciones equivalentes de MTs que
aceptan a un lenguaje formado por las cadenas del alfabeto 2. = { X, y } que contienen
al menos una x, la primera MT decide, la segunda solo acepta.

yly.R

q xix,R N -+ R,
0 >
Figura 11.1
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Mientras que en la Figura 11.2 se muestra una MT que solo acepta el lenguaje
formado por todas las cadenas que no empiezan por X.

El punto es que, aunque no hayamos visto un ejemplo aun, existen Lenguajes
Enumerables que no son, ni pueden ser, Decidibles; s6lo son aceptados por alguna
MT, la cual aceptara a toda cadena que pertenezca al lenguaje en cuestién, pero si la

Figura 11.2

cadena que se analiza no pertenece a dicho lenguaje, entonces probablemente la MT
se cicle indefinidamente y no es posible modificarla para forzar a que se detenga al
analizar las cadenas con las que se cicla, ni tampoco es posible encontrar otra MT
equivalente que no se cicle con aquellas cadenas que deberian ser rechazadas.

Lo desafiante de este problema consiste en que no es posible determinar con certeza
en que casos la MT se va a ciclar indefinidamente o en que casos se va a tardar
demasiado porque esa cadena requiere de un analisis muy complejo, pero es cuestion
de esperar mas tiempo para que se detenga finalmente.

Esta situacion es conocida como el Problema de Detencion (o Problema de Parada)
de las MT, el cual retomaremos nuevamente mas adelante, dada su importancia. Por
ahora, la conclusién que surge de todo lo anterior, es que existe una correspondencia
exacta entre las MTs, las GNRs y los Lenguajes Enumerables.

En la siguiente figura se resume todo lo que hemos hablado hasta ahora sobre las
diferentes clases de lenguajes y los distintos dispositivos empleados para su
reconocimiento, incluso se hace referencia a que existen lenguajes que no son
Enumerables y para los cuales no existe nada que permita reconocerlos.

LEs — MTs

Lenguajes

o
Enumerables

Figura 11.3
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La Maquina de Turing como Enumerador

Ya hemos visto que una MT puede utilizarse para el reconocimiento de lenguajes, asi
como también para el calculo de funciones sobre enteros positivos, un tercer uso de
las MT consiste en emplearlas como un dispositivo generador de cadenas.

Considere que se puede construir una MT que enumere todas las cadenas que
pertenecen a un lenguaje dado, para ello imaginemos que se tiene una MT multicinta
en la que haya una cinta de salida, donde escriba las cadenas que pertenecen a un
determinado lenguaje y que unicamente avance hacia la derecha, de modo que una
vez escrito el simbolo no puede ser modificado, ademas se emplea un simbolo
especial como por ejemplo el # para separar las distintas cadenas generadas.

El lenguaje generado por la maquina M es el conjunto de cadenas w e X* que
aparecen en la cinta de salida separadas por el simbolo especial # y si recordamos
que una Gramatica es un conjunto de reglas para generar un lenguaje determinado,
podemos constatar que en este caso, la MT se estara comportando de manera
equivalente a una GNR.

No se requiere que las cadenas sean generadas una sola vez, ni tampoco en algun
orden determinado, pero se puede verificar que la clase de lenguajes generados por
alguna MT corresponde a la de los Lenguajes Enumerables.

Sin embargo, si podemos hacer que el conjunto de cadenas de cierto lenguaje, sea
generado de una manera ordenada; generando primero las cadenas de menor tamafo
y luego avanzando en orden creciente en extension; y para las cadenas que sean del
mismo tamano, procedemos a generarlas de acuerdo a un orden alfabético
preestablecido de los simbolos que las conforman. Si esto es posible, se dice que ese
lenguaje se encuentra en un Orden Candnico.

Si un lenguaje puede ser generado en un Orden Candnico, entonces dicho lenguaje
pertenece a la clase de los Lenguajes Recursivos, que es otro nombre con el que
también se conoce a la clase de los Lenguajes Decidibles.

Ejemplo 1

Un ejemplo muy sencillo de un lenguaje que puede ser generado en orden canonico
es el lenguaje universal: L={0,1}*={¢, 0, 1, 00, 01, 10, 11, 000, 001, ... }.
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Ejemplo 2

Otro ejemplo mas interesante es la generacién de pares ordenados de la forma (1, | ),
pues en este caso, si pretendemos generarlos en el orden siguiente: (1,1), (1,2), (1,3),
(1,4), (1,5), ..., jamas se podran generar las parejas que contengan un valor de i # 1.

Pero si seguimos una estrategia distinta para generar las parejas ( i, j ), consistente en
generarlas de acuerdo al orden creciente de la suma i + j, y ordenando las parejas
que tengan una misma suma en orden creciente del valor de la i, entonces es posible
generar de manera previsible cualquier pareja de numeros enteros.

La secuencia en que se generen seria como sigue: (1,1), (1,2), (2,1), (1,3), (2,2), (3,1),
(1,4), (2,3), (3,2), (4,1), .... , de esta forma, cualquier pareja de la forma (i, j ) puede
ser generada y hasta es posible determinar el lugar que ocupara en la secuencia,
utilizando la formula: (i +j—1)(i+j—2)/2 +1.

De esta manera, se puede ver que es posible establecer una correspondencia
biunivoca entre los pares ordenados de enteros positivos con el conjunto de los
numeros naturales, lo que significa que ambos conjuntos son Equinumerosos.

Aun hay mas, con la técnica anterior se puede confirmar lo que establece el Teorema
de Georg Cantor, que dice que los numeros racionales son tan numerosos como los
enteros, simplemente porque cualquier numero racional se puede representar como la
fraccidn de dos enteros, de la misma forma que las parejas de enteros ya tratadas, a
la clase de conjuntos infinitos Equinumerosos con los Numeros Naturales, se dice que
tienen un tamano Aleph cero: No.

Tesis de Church

Esta tesis establece que la construccion de una Maquina de Turing que siempre para,
es equivalente al concepto formal de un Algoritmo, entendido como un proceso, por
medio del cual se puede realizar una tarea en un numero finito de pasos, y que en
ambos casos, lo importante es que siempre se alcanza un resultado.

Esta nocién formal nos ha permitido demostrar, en muchos casos, la inexistencia de
algunos algoritmos que hasta hace unos cien afos no se habia podido determinar si
existian o no, simplemente porque carecian de las herramientas formales para ello;
por ejemplo, en 1900, Hilbert plante6 el desafio de 23 problemas matematicos, entre
ellos, el décimo, concerniente a hallar un algoritmo para saber si un polinomio dado
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tiene una raiz entera, no fue sino hasta 1970, que se probd formalmente que tal
algoritmo no existe.

Replanteemos el problema de la siguiente manera; supongamos que se construye una
MT que permita reconocer el siguiente lenguaje:

Lr ={ p | p es un polinomio que tiene una raiz entera}

La manera como debe trabajar esta MT requerira que evalue al polinomio p sobre la
sucesion de enteros: 0, 1, -1, 2, -2, 3, -3, .... Si la raiz existe, eventualmente la
encontrara y la ejecucion de la MT terminard; pero si no existe esa raiz, la MT seguira
buscandola para siempre. Evidentemente esta MT es una aceptadora, pero no es una
decididora, por lo tanto, concluimos que Lp es un Lenguaje Enumerable pero que no
es Decidible.

Por lo tanto, Church llegé a la siguiente conclusion: Un problema es computable si y
solo si es Decidible por alguna Maquina de Turing si y solo si existe un algoritmo que
permita resolverlo, Ademas, no se ha probado que exista algun modelo teérico que
sea mas poderoso que una MT y es muy poco probable que pudiera existir, jPorque
de haberlo, se revolucionaria el disefio de computadoras en su totalidad!

Preguntas
a) ¢La unién de dos lenguajes Decidibles es un Lenguaje Decidible?

b) ¢La concatenacion de dos lenguajes Decidibles es un Lenguaje Decidible?

c) Si no existe un algoritmo para resolver un problema dado, significa que ¢no sera
posible construir una MT que decida sobre éste?

d) Un lenguaje que no es Decidible puede ser que tampoco sea aceptado por ninguna
MT?

Ejercicios Capitulo 11
11.1 Obtener una GNR para generar cada uno de los siguientes lenguajes:

a)L={ablc*|0<i<j<k}
b)L={a"%"c"d"|n>0}
c)L={a""a""|n>0}
dyL={a’|k>0}

e)L={www |we{a, b}}
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11.2 Encontrar una MT determinista que decida el lenguaje aceptado por el AFN
mostrado en el diagrama de la figura 11.4:

Figura 11.4
11.3 Construya una MT que decida el lenguaje aceptado por el AFD mostrado en el
siguiente diagrama:

Figura11.4

11.4 Construya una Maquina de Turing que decida sobre el lenguaje aceptado por el
siguiente APD condicionado: Q={qo, q1},s=0qo, F={aq1}, 2 ={a, b}, I'={
A, B, Z} y las transiciones siguientes:

A(Qo, &, Z) = (qo, AZ) A(Qo, @, A) = (qo, AA)
A(o, b, Z) = (9o, BZ) A(Qo, b, B) = (qo, BB)
A(Qo, b, A) = (qo, €) A(Qo, &, B) = (o, €)

A(Qo, €, Z) = (a1, €)

11.5 Construir una GNR que genere el lenguaje aceptado por la MT cuyas
transiciones son, pruebe la gramatica generando la cadena aabbaa:

6(qo, @) = (a1, X, R) 8(ar,a)=(q0 X, R)
S(QO,b)=(QQ,X,R) 6(q2’b)=(q0’X=R)
o(qo, #)=(qs, #, L)
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Resolubilidad

Se define Resolubilidad y Se establece nna correlacion entre los 1 enguajes Decidibles y los Problenas Resolubles por
meedio de Maguinas de Turing. Se plantean ejenplos de problensas irvesolubls.

Definicidon de Resolubilidad

En los capitulos anteriores se menciond que es posible disefiar una MT que decida si
una cadena pertenece o no a un determinado lenguaje L, de tal forma que si finaliza
en un estado de aceptacion, la cadena pertenece a L, pero si termina en un estado de
rechazo, la cadena no pertenece a L. A los lenguajes que pueden ser decididos por
medio de una MT, se les conoce también como Lenguajes Recursivos.

Ahora veremos como es que dado un determinado problema, lo podemos replantear
de tal forma que se interprete como un Lenguaje y por tanto, que podamos construir
una MT que acepte dicho lenguaje. A los problemas que puedan replantearse como
Lenguajes Decidibles les llamamos Problemas Resolubles, mientras que los que
corresponden a Lenguajes Enumerables se les identificara como Irresolubles.

Reformulacion de Problemas

A fin de entender mejor como se hace la reformulacién de problemas, recordemos el
modelo de la Maquina Universal de Turing vista en el capitulo 10, e imaginemos que
es posible disefar un dispositivo capaz de emular el comportamiento del modelo
matematico de cualquier problema. Asi es como haremos ahora para replantear varios
de los problemas relacionados con automatas y gramaticas:

cun AFD dado acepta a una cadena w?

Para concebir a un dispositivo que nos responda a la pregunta: Sea B, un AFD
cualquiera, ;eéste acepta a una cadena dada w?, primero necesitamos definir al
lenguaje siguiente:

Larp = { (B, w) | B es un AFD que acepta la cadena w }
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Entonces, la pregunta de que si B, un AFD, acepta a una cadena w se replantea como
la pregunta de que ¢ la cadena (B, w) € Larp?

Como se trata de un AFD, siempre es posible responder la pregunta si B acepta o no
a la cadena w, por lo tanto siempre es posible decir si (B, w) pertenece o no a Larp,
por lo que claramente este lenguaje es Decidible.

¢, Qué pasaria si en vez de un AFD se tratara de un AFN? El lenguaje Larn también es
Decidible ya que conocemos un procedimiento para encontrar un AFD equivalente a
un AFN dado.

cUna GR dada genera a una cadena w?

Ahora queremos concebir un dispositivo que nos responda a la pregunta: Dada G, una
GR, ¢ésta puede generar a una cadena dada w?, para ello, definimos el lenguaje
siguiente:

Ler = { (G, w) | G es una GR que genera la cadena w }
Dado que siempre es posible construir un AFD que acepte el mismo lenguaje que es
generado por una Gramatica Regular dada, entonces el lenguaje Lgr es Decidible.
Dado un AFD, ¢acepta al Lenguaje Vacio?

Si deseamos una forma para determinar si un AFD dado acepta o no al lenguaje
vacio, podemos definir al lenguaje:

Varp = {(A) | Aes un AFD donde L(A) = & }
Para responder esto, basta con comprobar que el AFD no tiene ningun estado de
aceptacion que sea accesible desde el estado inicial, por tanto Vagp es Decidible.
Dados dos AFDs, ¢son equivalentes?

Para replantear el problema de determinar si dos AFDs cualesquiera son
equivalentes, definimos el lenguaje siguiente:

Earp = { (A, B) | Ay B son dos AFDs tales que L(A) = L(B) }

Para probar esto, basta con construir un tercer AFD C, tal que acepte el lenguaje que
resulte de la diferencia simétrica de los lenguajes aceptados por A y B, es decir que:
L(C) = L(A) & L(B). Si resulta que L(C) = &, problema que es Resoluble, entonces
esto implica que L(A) = L(B), por lo tanto, también Earp es Decidible.
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cUna GIC dada genera a una cadena w?

Ahora queremos un dispositivo que nos responda a la pregunta ;Dada G un GIC, ésta
puede generar a una cadena dada w?, entonces definimos el lenguaje:

Laic = { (G, w) | G es una GIC que genera la cadena w }

Este problema es mas interesante, pues si pretendemos construir una MT que pruebe
todas las posibles derivaciones, el problema aparenta ser No Decidible, pero, si
encontramos una gramatica equivalente, en la forma Normal de Chomsky, se puede
probar que si |w| = n, entonces la derivacion mas larga posible consta de 2n — 1
pasos, y por tanto el lenguaje Lgic si es Decidible.

Dada una GIC, ¢(Genera al Lenguaje Vacio?

Si deseamos determinar si G una GIC cualquiera, genera al lenguaje vacio, podemos
definir al lenguaje:

Vaeic ={{(G)| G es una GIC donde L(G) = O }

En este caso, no es factible probar a todas y cada una de las cadenas posibles para
ver que ninguna es generada por G, en cambio, es viable determinar si hay Simbolos
No Terminales que generan solamente Simbolos Terminales; y después determinar si
hay alguna derivacion posible hacia esos Simbolos No Terminales desde el Simbolo
Inicial, por lo que queda claro que el lenguaje Vg|c es Decidible.

Propiedades de los Lenguajes Decidibles

El complemento de un LD también es Decidible

Para probar esta propiedad basta con suponer que M; es una MT que decida el
lenguaje L(M,), entonces es posible construir una maquina My, que decida al lenguaje
L(My) = L(M4), simplemente complementando las salidas de My, si la respuesta de M
es afirmativa, entonces la de M, sera negativa y viceversa, tal como se ilustra en la
Figura 12.1:

M, ! »0

1 Figura 12.1
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Al lector le debe resultar facil demostrar las siguientes propiedades de los LDs:

La unién de dos Lenguajes Decidibles también es un LD.

La concatenacion de dos Lenguajes Decidibles también es un LD.

La Cerradura de Kleene de un Lenguaje Decidible también es un LD.

La interseccion de dos Lenguajes Decidibles también es un LD.

Problema de la Detencion

Hemos visto que si un problema codificado corresponde a un Lenguaje Recursivo,
entonces es Resoluble, porque existe un algoritmo capaz de responder Si 0 No en
todos los casos posibles, pero si tal algoritmo no existe, entonces el problema es
Irresoluble, ya que habra instancias en las que no sea capaz de responder Si o No,
este es el caso de un Lenguaje Enumerable y que no sea Recursivo, para el que
habra algunas cadenas con las cuales la MT que lo acepta nunca se detiene. Este es
el Problema de la Detencién, que nos conduce a dividir los problemas en dos clases:
los que son computables y los que no lo son.

Con objeto de probar que existe un lenguaje que sea Enumerable, pero que no sea
Recursivo, vamos a suponer que esto no es cierto, y que existe, por tanto, una Super
Maquina de Turing (SMT) que es capaz de determinar siempre si M, una MT dada, va
a poder aceptar o no a una cadena cualquiera w. De esta manera, el problema de la
Decidibilidad de cualquier MT lo reducimos a la prueba e que esta SMT es Decidible.

Por lo tanto, podemos empezar por considerar que la SMT debe aceptar al lenguaje
siguiente:

Lsmr = { (M, w) | M aceptaaw }

Mas aun, el resolver el problema de que si Lsut es Decidible, se puede reducir a la
demostracién de que el lenguaje Ly = { (M) | M acepta a (M) } es Decidible, con la
ventaja de que es facil verificar que Ly es Enumerable, ya que el conjunto de todas las
MT posibles es un conjunto contable, bastaria con listar en orden canonico a todas las
cadenas que correspondan a una codificacion valida de (M).

Ahora bien, si Ly fuera Decidible, el lenguaje complemento Ly también deberia ser
Decidible, como lo mostramos anteriormente, es decir, si existe My que decida a Ly,
debera existir My que decida al lenguaje: Ly = { (M) | M no acepta a (M) }.
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Entonces, si suponemos que (M,) pertenece a Ly, deberia de cumplirse que My no
acepta a la cadena (My), y por lo tanto, (M) no puede pertenecer a Ly, con lo que
tenemos una contradiccion, esto demuestra que nuestra suposicion es invalida, y por
tanto, Ly no puede ser Decidible y en consecuencia Ly tampoco es Decidible.

De todo lo anterior, se concluye que tanto Lsyt como Ly son Lenguajes Enumerables
no Decidibles y por consecuencia, se prueba que el Problema de la Detencion es
Irresoluble.

Diagonalizacion

Con objeto de encontrar un lenguaje que no sea Enumerable, vamos a imaginar una
matriz, en la cual ordenamos todas las posibles cadenas formadas a partir del alfabeto
2. ={0, 1}, encabezando los renglones, y a todas las codificaciones de Maquinas de
Turing encabezando las columnas, de modo que cada elemento de la matriz es de la
forma (wi, M;), cuyo valor es 1, si la i-ésima cadena es aceptada por la j-ésima MT, y
es 0 en caso contrario.

Dicha matriz se muestra en la figura 12.2, y sobre la cual, nos concentraremos
solamente en los elementos (w;, M;), que se encuentran sobre la diagonal principal, en
un proceso que se denomina Diagonalizacién:

Figura 12.2

A partir de los elementos de la diagonal principal de esta matriz construyamos el
siguiente lenguaje que llamaremos L4, definido de la siguiente manera:

La={wi|(wi,M)=0}

De esta manera nos aseguramos que ninguna MT acepta al lenguaje Ly, ya que si
suponemos que existe My, una MT que acepta al lenguaje L4, entonces se debe
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cumplir que para toda w; € Ly, se tiene que (w;, M;) = 0, por lo que Mg no puede ser
ninguna de las M;, esto significa que existe wy ¢ Lg, tal que (wq, Mg) = 1, pero esto
indicaria que wy es aceptada por My, es decir que wy € Lg4, lo que contradice todo lo
anterior, por lo tanto, no es posible que exista tal MT y entonces se concluye que Ly es
un lenguaje No Enumerable.

Aunque resulta dificil describir e identificar a un lenguaje No Enumerable, ya que no
tiene bases gramaticales, se sabe que existe una infinidad de ellos, porque el conjunto
de todos los lenguajes es incontable, equiparables con el conjunto de los numeros
reales, de los que se dice que tienen tamafio Aleph 1: X4, en contraste con el conjunto
de las MTs, que, como se dijo, es nhumerable (de tamafio Ny).

Propiedades de los Lenguajes Enumerables

Las propiedades de los LEs, mas interesantes son las siguientes:
e La unién de dos Lenguajes Enumerables L1y Ly, es un Lenguaje Enumerable.

e Si L es un Lenguaje Enumerable y no Recursivo, entonces L® no es un Lenguaje
Enumerable, al que se le llama Lenguaje Co-Enumerable.

e SiLy L® son ambos Lenguajes Enumerables entonces L y L® son ambos
Lenguajes Recursivos (Decidibles).

Reducibilidad

La Reducibilidad es una técnica para demostrar la irresolubilidad de determinados
problemas, a partir de su semejanza con problemas que ya han sido probados como
irresolubles. Con la reducibilidad se busca reemplazar un problema por otro
equivalente mas simple, por ejemplo, el problema de llegar a un Museo en una ciudad
desconocida se reduce al problema de conseguir un mapa.

Ahora ya sabemos que el problema de detencion de las MTs es irresoluble, puesto
que demostramos que Lsyt e€s no Decidible, mostrando primero que es equivalente a
resolver el problema de Ly, el cual encontramos que es Enumerable no Decidible.

Igualmente podemos verificar que el lenguaje Ly es equivalente al lenguaje Lg, por lo
que ambos lenguajes son No Enumerables.

La semejanza de Lsyr con otros problemas se puede utilizar para demostrar su
irresolubilidad, como se ejemplifica a continuacion:
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Determinar si una MT acepta J

Definamos ahora el siguiente lenguaje, que nos permite determinar si M una MT dada
acepta al lenguaje vacio:

Vmu={M)|LM)=2}
Y a su complemento:

Ve = {(M) | L(M) = & }

Para ello probaremos primero que Vy es un LE, por lo que debera existir M, una MT
que acepte los cddigos de todas las MT que aceptan Lenguajes no vacios. Dada (M;)
como entrada y utilizando un generador de parejas (j, k), podemos verificar que la j-
ésima cadena es aceptada por M; en k pasos, y por lo tanto, M acepta a (M;).

Ya demostramos que Vi es un LE, ahora supongamos que es un LD, entonces el
lenguaje Ly también tendria que ser decidible, porque el problema de demostrar que
Vw es Decidible se reduce a que Ly también lo sea, y como ya se probd que no lo es,
entonces, V\y no es un LD. Adicionalmente podemos concluir que Vy no es un LE.

Otros problemas irresolubles

Los siguientes problemas relativos a Maquinas de Turing son irresolubles, porque
todos ellos se pueden reducir al hecho probado de que Ly no es Decidible:

e Dada M una MT determinada y una cadena w, M acepta a w?

e Dada M una MT cualquiera, ¢ M acepta la cadena vacia?

e Dada M una MT cualquiera, ¢ Existe alguna cadena w, que M acepte?

e Dada M una MT cualquiera, ¢ M se detiene para cada cadena w?

e Dadas M1y M, dos MTs cualesquiera, jambas aceptan al mismo lenguaje?

e Dada M una MT, 4Es L(M) un LR?, $Es L(M) un LIC?, §Es L(M) un LD?

Los siguientes problemas relativos a Gramaticas son irresolubles y se pueden reducir
a algunos de los problemas sobre MT anteriores:

¢ Dada G una gramatica cualquiera y una cadena w, ;w € L(G)?

e Dada G una gramatica determinada y una cadena w, jw € L(G)?

Dadas G4y G, dos gramaticas cualesquiera, ¢L(G1) = L(G2)?

Dada G una gramatica cualquiera, ¢ Se puede determinar si L(G) = &7?
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Teorema de Rice

De lo dicho anteriormente, se concluye que ninguna propiedad no trivial de las MTs es
Decidible o sea que todos los problemas no triviales sobre MTs son Irresolubles. Esto
queda plasmado en el siguiente teorema, debido a Rice:

Si la Propiedad C es un subconjunto propio no vacio del conjunto de los lenguajes
Enumerables, entonces C es irresoluble si para M, una dada MT, se cumple L(M) € C.

Si suponemos que existe R¢ la MT que decida a C y construyamos a My tal que si M
acepta a x, entonces L(Mo) € C, si M no acepta a x, entonces L(Mo) ¢ C. Entonces si
fuera posible que R¢ decida a L(My), se reduce a que Lsur pueda decidir a (M, x), lo
cual se probd que es Irresoluble.

El problema de Correspondencia de Post

Un Sistema de Correspondencia de Post (SCP) esta compuesto de tres elementos,
primero un alfabeto ¥ y dos conjuntos de cadenas de X' del mismo tamario: A y B,
identificados como: A={a4, az, ... ,aktyB={bq, by, ..., b }.

Una solucion del SCP es una secuencia de indices iy, iz, ... , in, para los cuales se
cumple que existe una cadena w € X7, tal que:

W=aai, ... ai = bi1bi2 bi

n

El problema de Correspondencia de Post (PCP) consiste en determinar si un SCP
dado tiene o no una solucién. Se puede probar que el PCP es irresoluble, porque si
fuera resoluble implicaria que también el problema de Detencién de las MT tendria
que ser resoluble, o que ya se mostré que no es posible.

Una forma de visualizar el SCP si agrupamos las cadenas de A y B en bloques
semejantes a unas fichas del domind, de tal forma, que si podemos juntar una serie de
fichas que tanto arriba como abajo formen la misma cadena, tendremos una solucion
del SCP:

aj

b;
Figura 12.3
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Ejemplo 1

Seael SCPdadoporX={a,b}, A={a, abaaa, ab}yB = {aaa, ab, b }, entonces el
SCP anterior se puede representar asi:

a abaaa ab

aaa ab b
Figura12.4
De este modo, se puede ver al problema de SCP como la manera de colocar bloques
de los tres tipos anteriores uno al lado del otro hasta que la cadena formada por la
parte superior coincida con la cadena formada por la parte inferior, por lo tanto, la
respuesta al problema anterior seria:

abaaa a a ab

ab aaa aaa b
Figura 12.4

La solucién de este problema viene dada por los indices: i1 =2,i2=1,i3=1Yyis = 3,
dado que la cadena: w = azajaiaz = bobib1b; = abaaaaaab.
Ejemplo 2

Sea el SCP dadoporX={a,b}, A={ab, aba, baa}yB ={aba, baa, aa }, Otra
representacion interesante de este tipo de problemas es por medio de piezas de un
rompecabezas, tal como se ejemplifica en la siguiente figura:

abB EibaB Eiaa
2 ° :a (‘b ° :a C‘a e Figura 126

Se puede observar que el primer indice forzosamente debe ser i1 = 1, ya que es el

unico caso que inicia con la misma letra en ambas celdas, a continuacién, la unica
posibilidad consiste en colocar el segundo bloque, ya que debe iniciar con a en la
parte superior y la cadena inferior debe iniciar con la segunda letra de la cadena
superior, quedando asi:
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abBabaB
'

a | b a(\b a :a
Figura 12.7

Para continuar, se puede observar que el Unico bloque posible es nuevamente el

segundo y este razonamiento se cicla de manera infinita, ya que no hay manera de
terminar y por lo tanto este problema no tiene solucién.

abBahaBabaBabaB
' Yy o

*ee
2 ° EC‘ ® 2 EC‘ > 2 ElC| ° 2 :a Figura 12.8

Ejemplo 3

Seael SCPdadoporx={0,1},A={100,0,1}yB={1, 100, 00 }, a pesar de que
los ejemplos anteriores son sumamente sencillos, no siempre es asi, en este caso
tenemos un ejemplo un poco mas dificil, la representacion por medio de piezas de
rompecabezas no es simple, como se aprecia en la grafica de la solucion:

'

Se han documentado casos donde la solucion es aun muchisimo mas compleja.

Figura12.9

El problema de interseccion vacia de dos GICs.

Este problema consiste en que dadas dos GICs, G1y Gy, determinar si la interseccion
de los lenguajes generados por ambas es vacia: L(G1) N L(G2) = J; este problema no
tiene solucion.

Para probar esto, supongamos el caso en el que L(G1) = { wew® | w e {a,b}* } y que
L(Gz) ={aia, ... aicb < ...b,"bi R |A={as, ay .., ak}yB={by, by ..., b} es un
SCP}, entonces se puede verificar que L(G1) N L(G,) = { wew® | w es solucién del
SCP}, por lo tanto, resolver L(G41) N L(G2) = D es equivalente a resolver el PCP, por
consiguiente, este problema también es irresoluble.
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El problema de Ambigluedad para GICs.

Este problema consiste en que dada G una GIC, ;Es posible determinar si G es
Ambigua? Este problema no tiene solucién, en la prueba de este teorema también se
utiliza el resultado del PCP.

Preguntas
a) ¢ La diferencia de dos lenguajes Decidibles es un Lenguaje Decidible?

b) Si el lenguaje Ly es No Enumerable, ; Cémo debe ser el lenguaje LsC?
c) ¢Es posible que L y L® sean ambos Lenguajes No Enumerables?

d) Del Teorema de Rice se deduce entonces que ¢no podemos saber nada respecto
de ninguna Maquina de Turing?

Ejercicios Capitulo 12

12.1 Probar que los siguientes problemas son resolubles (Decidibles), Sea un AFD M
y una cadenaw e X*:

a) ¢ Hay una cadena uw € L(M), para algun u € £*?
b) ¢ Hay una cadena wu € L(M), para algun u € £*?
c) ¢Hay una cadena uwv € L(M), para algunos u, v € £*?
d) Sea un AFD M y una expresion regular r, ;Es L(M) = L(r)?
e) Sea una GIC G, ;¢ € L(G)?
12.2 Realizar un analisis e interpretacion de los siguientes problemas no resolubles:
a) Dada una MT M, se € M?
b) Dada una MT M, ;Es L(M) = &7
c) Dada una MT M, ;Es L(M) finito?

12.3 Dados M y N, los dos AFDs mostrados en la Figura 12.10 y los conjuntos
siguientes, responder a cada una de las preguntas:

Figura 12.10
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A ={{(M,w)| M es un AFD que acepta como entrada la cadena w }
B={(M)|Mesun AFDy L(M)=J}

C={(MN)| M, N sonAFDsyL(M)=L(N)}

D = {(r,w) | r es una expresion regular que comprende a la cadena w }

a) ¢ Esta (M,001) en A?

b) ¢Esta (M,0111) en A?

c) ¢Esta (N,000) en A?

d) ¢Esta (M) en B?

e) ¢Esta (M,N) en C?

f) ¢Esta (N,N)en C?

g) ¢Esta (N,0111) en D?

h) ¢ Esta (0111,0111) en D?
i) ¢Esta(01*0,0111) en D?

Para cada uno de los siguientes sistemas de correspondencia de Post, sobre el
alfabeto £ = { a, b }, obtener una solucion o explicar por qué no existe.

a)A={aaa,baa}yB={aa, abaaa}

b) A={ab, bba, aba}yB ={aba, aa, bab }
c)A={a,bb,a}yB={aa,b,bb}
d)A={a,aab,abaa}yB={aaa, b,ab}
e)A={ab,ba,b,ba}yB={a, bab, aa, ab}
f) A={ab, aa, ab, bb}y B ={Dbb, ba, abb, bab }
g)A={aa, bb,abb}yB={aab, ba, b}

h) A={ab, baa, aba}yB ={aba, aa, baa}

i) A={a, ba,b,bba}yB={ab, aba, aba, b}
j) A={Db,aa, bab,ab}yB={ba, b, aa, ba}
k) A={abb, aba, aab } y B ={ab, ba, abab }

Decidir si las siguientes instancias de PCP, sobre el alfabeto ¥ = { 0, 1 }, tiene
solucién. Justificar la respuesta en cada caso.

a)A={1,11,011}yB={11, 10,1}
b)A={1,11,011}yB={11,100, 1}

c) A={01, 110010, 1,11}yB={0, 0, 1111, 01}
d)A={0,01}yB={10,1}



TEORIA DE LA COMPUTACION

Computabilidad

Se definen el concepto de Computabilidad. Se describen las Funciones Iniciales y las Construcciones Prinitivas. Se
aefinen Funciones Recursivas de diferentes tipos y las Funciones Caracteristicas. Se define Incomputabilidiad,

El objetivo de este capitulo es identificar cuales son todas las funciones que pueden
calcularse por medio de algun sistema computacional; en otras palabras, diremos que
una funcion es computable, si se puede calcular mediante algun algoritmo, sin
necesidad de especificar ningun algoritmo en concreto.

Como punto de partida, comenzaremos por definir una serie de funciones iniciales, tan
sencillas que no crean dudas en cuanto a su Computabilidad, para luego mostrar que
estas funciones pueden combinarse para formar otras, cuya Computabilidad se
desprenda de las funciones originales.

Para que finalmente obtengamos una coleccién que contenga a todas las funciones
computables. Asi, si un sistema computacional (lenguaje de programacién), abarca
todas esas funciones, diremos que el sistema tiene todo el poder posible.

Funciones Iniciales

La unica capacidad que se le reconoce inicialmente a nuestro sistema computacional
es que sea capaz de Contar, mediante el uso de tres tipos de funciones iniciales:

1. Fijar un punto inicial como 0 (Funcién Cero ()

2. Reconocer el numero siguiente de cada numero natural (Funcién Sucesor o).

3. Y la familia de funciones m, son necesarias para cambiar de dimensién entre
espacios (Funciones Proyeccion).

Funcion Cero

La funcién Cero se representa por (. Establece una correspondencia entre una
variable vacia y el 0. Es computable porque corresponde al proceso de escribir un
cero en un papel en blanco, o registrar un cero en una celda de memoria vacia.
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Funcion Sucesor

Se representa por o. Establece una correspondencia entre un numero natural y su
sucesor, de manera que o(x) = x + 1 para cada entero x > 0. Es computable, porque
se conoce desde hace tiempo un proceso computacional para sumar uno a un entero.

Funciones Proyeccion

La familia de Funciones Proyeccién se representa por n. Obtiene como salida un
componente especifico de su tupla de entrada. Utiliza un superindice para indicar el
tamafo de la entrada, y un subindice para indicar el lugar que ocupa en la tupla el
componente que se extrae.

De esta forma se tiene que: ©°5(7,6,4) = 6, n°1(5,14) = 5, 1%5(3,17) = 17, y como caso
especial, 1%(6,5) = (), es decir, un valor vacio. Al igual que las anteriores, es facil ver
que las funciones Proyeccion, estan en la clase de las Funciones Computables.

Construcciones Primitivas

Las Funciones Iniciales forman la base de la jerarquia de un grupo de Funciones mas
extensas llamadas Funciones Primitivas Recursivas. Nuestra siguiente tarea es
investigar como pueden emplearse las Funciones Iniciales para construir otras
funciones mas complejas.

Combinacion

Una forma de construir funciones mas complejas a partir de las funciones iniciales es
por medio de la combinacion, definida como sigue:

Sean dos funciones f: N - N™y g: N = N", la combinacién de ambas se representa
por el simbolo x y es una funcién: f x g: N* — N™".

Es decir, toma entradas en forma de k-tuplas, y produce salidas cuyos primeros m
componentes consisten en la salida de f, y los n siguientes, en la salida de g.

Por tanto, la combinacion de dos funciones computables produce una funcion
computable.

Ejemplo

o(5) x n°5(1,5,3) = (6,5)
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Composicion

Sean dos funciones f: N - N™y g: N™ — N", la composicién de ambas funciones esta
definida como una funcién: fo g: N* — N".

Es decir, para encontrar la salida de f - g, primero aplicamos f a la entrada, y después
la funcion g, a la salida de f. Por tanto, la composicién de dos funciones computables
produce una funcién computable.

Ejemplo

Coo()=1,yaque () es 0,y c(0)es 1, otra manera de representarlo es: o({()) = 1.

Recursividad primitiva

La recursividad primitiva dice de manera general que, si dada f una funcion cualquiera
f: N1 - N™, ésta se puede definir por medio de dos funciones g y h, con g: N — N™
y h: N™1 _, N™ respectivamente. Entonces decimos que f esta construida a partir de
g y h por medio de recursividad primitiva.

Una funcion construida por recursividad primitiva a partir de funciones computables,
debe considerarse computable.

Ejemplo

Podemos definir recursivamente la funcién Mas de la siguiente manera:

e Mas(x,0) = n'1(x) = x

e Mas(x,y+1) = & o 1°3(x,y,Mas(x,y))

Es decir, que x + 0 es x, mientras que x + (y + 1) se obtiene (recursivamente)

encontrando al sucesor de x +y.

Funciones Recursivas Primitivas

La clase de las funciones que estan por encima de las funciones iniciales, es la clase
de las funciones recursivas primitivas, que consisten en todas las funciones que se
construyen a partir de Funciones Iniciales aplicando un numero finito de
Combinaciones, Composiciones y Recursividades Primitivas.

Esta clase es muy extensa, incluyendo a casi todas las funciones totales que se
requieren en las aplicaciones de un computador tradicional. (Funciones Totales son
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las que estan definidas para todos las tuplas de su dominio). A continuacién
describiremos a las Funciones Recursivas Primitivas mas comunes.
Funciones Constantes

Las Funciones Constates producen una salida fija, predeterminada, sin importar cual
sea la entrada. Se representan por K", donde n indica la dimension del dominio, y m
es el valor de salida de la funcién. Por ejemplo, K35 establece la correspondencia
entre cualquier tupla de tres elementos, y el valor 5.

Es evidente, que las funciones constantes son recursivas primitivas.

Ejemplo

Para producir la funcion K%, se puede aplicar la funcién sucesor un nimero n de
veces: K% =coool.

También son recursivas primitivas, las funciones constantes cuyas salidas tienen mas
de una componente, ya que solo son combinaciones de funciones del tipo K",
Ejemplo

La funcién que establece una relacién entre cualquier tripleta, y el par (2,5) esta
definida por: K3, x Ks.

Para evitar complicaciones de notacion, si el tamafio del dominio queda claro,
sefialaremos estas funciones como su valor, es decir: K’s < 5y K> x K% < (2,5).

Multiplicacion

Con base en las funciones constantes y la funcibn Mas, podemos definir a la
multiplicacion como funcién recursiva primitiva:

e Mult(x,0)=0

e Mult(x,y+1) = Mas(x, Mult(x,y))

Exponenciacion

De manera semejante, con base en las funciones constantes y la funcion Mult,
podemos definir a la exponenciacion como funcion recursiva primitiva:

o Exp(x,0)=1

o Exp(x,y+1) = Mult(x,Exp(x,y))
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Funcion Predecesor

Da el valor de su predecesor, excepto cuando la entrada es cero, que no lo varia,
dando también cero a la salida.

e Pred(0) =¢()
o Pred(y+1) = n%(y,Pred(y))

Resta positiva

En cierta forma, Pred es la funcién inversa de o, por lo que puede usarse para
construir la resta de la misma manera que ¢ se usa para definir la suma. La funcion
Monus(a,b), la representaremos también como a — b.

e Monus(x,0) = x

e Monus(x,y+1) = Pred(Monus(x,y))

Funciones Caracteristicas

Las funciones caracteristicas, son aquellas en que so6lo tienen dos posibles valores de
salida. Son la representacion funcional de un problema de decisibn, como por
ejemplo:

Funcion Igualdad

La Funcion Igualdad determina si dos valores son iguales, dando 1 si son iguales, y 0
si son diferentes.

e Eq(x,y) = Monus o ( K% x (Mas o ((Monus o (12 x ©°1)) x (Monus o (11 x 1%2)))))
O lo que es lo mismo:

e Ealxy)=1-((y—-x)+(x-y))

Funciones Tabulares

Son funciones que estan definidas por una tabla con un numero finito de entradas, y
sus valores de salida correspondientes. Por ejemplo:

Entrada Salida
0 3
4 5
otros 2
Tabla 13.1
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Estas funciones son recursivas primitivas, y para demostrarlo, primero veremos la
Funcioén Caracteristica k; que da como salida 1 si la entrada es i, y cero en los demas
casos. Esta funcion «; se puede formar con:

e «i = Monus(l;, li— 1), donde I; = Eq((x — i), 0).
De esta forma, vemos que una funcion tabular no es mas que la suma finita del

producto de funciones caracteristicas, constantes y caracteristicas negadas. Por
ejemplo, la funcion de la tabla anterior, se puede construir mediante:

o Mult(3, ko) + Mult(5, ks) + Mult(2, Mult(~ko, ~ics))

Funcion Cociente:

La funcion Coc: N> — N, definida por la parte entera del cociente de sus
componentes, o cero en el caso de que el segundo sea cero, es recursiva primitiva y
puede construirse de la siguiente forma:

e Coc(0,y)=0
e Coc(x+1,y) = Coc(x,y) + Eq(x+1, Mult(Coc(x,y), y) +y)

Ejemplo
Para calcular Coc(9, 3), se haria:

Coc(9, 3) = Coc(8+1, 3) = Coc(8, 3) + Eq(9, Mult(Coc(8, 3), 3) + 3)
=2+Eq(9, Mult(2,3)+3)=2+EQq(9,6+3)=2+EQq(9,9)=2+1=3

Funciones p-recursivas

Con lo visto hasta ahora, utilizamos las Funciones Iniciales para crear a las Funciones
Recursivas Primitivas. Pero éstas, no abarcan a todas las funciones totales
computables. Como ejemplo de esta ultima afirmacion tenemos a la funcion de
Ackermann, que es la funcién A: N*> - N, definida por:

* A0, y)=y+1

o A(x+1,0)=A(x, 1)

o A(x+1,y+1) = A(X, A(x+1,y))

La cual es computable y total, pero no es recursiva primitiva.

De todas formas, no necesitamos un ejemplo de estas funciones para demostrar el
siguiente teorema:
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Teorema
Existe una funcion total computable de N a N, que no es recursiva primitiva.

Para demostrarlo, supongamos que es posible representar cada una de las funciones
recursivas primitivas, mediante una cadena finita de simbolos, por lo que es posible
ordenarlas y hablar asi de f; la primera, f, la segunda, etc.

Si definimos ahora una nueva funcion g(n) = f,(n)+1. Podemos decir que g es total y
computable (se puede calcular a partir de f,). Sin embargo no es recursiva primitiva,
porque si lo fuera, seria un fy, (para algun m), pero entonces, g(m) seria igual a fn(m),
lo cual no puede ser, porque la definimos como: g(m) = fm(m) + 1

La clase de las funciones totales computables, se conoce como la clase de las
funciones pu-recursivas.

Funciones Parciales

No todas las funciones tienen la forma: f: N™ — N" (una m-tupla de enteros como
entrada, y una n-tupla de enteros como salida), es decir, no siempre la funcién esta
definida para todas las m-tuplas. Por ejemplo, la funcién Coc(x, y), no es de la forma
f: N> > N, ya que no esta definida para los pares donde el segundo componente sea
cero.

Una funciéon parcial de un conjunto X, es aquella cuyo dominio consiste en un
subconjunto de X, entonces, la funcién Coc(x, y) es una funcién parcial de N? ya que
su dominio es un subconjunto de N?. Es posible identificar cualquier funcién
computable como una funcién parcial de la forma: f: N™ — N"

Funciones Recursivas Parciales

Para ampliar nuestro estudio mas alla de las funciones totales computables, siempre
dentro de las funciones computables, aplicamos la técnica de la minimalizacion.

Minimalizacion
La técnica de Minimalizacidén nos permite crear una funcién f: N" — N, a partir de otra

funciéon g: N™" — N, declarando a f(x) como la menor y, tal que g(x, y) = 0, y donde
g(x, z) esta definida para todos los enteros no negativos z menores que y.

Esta construccién se representa como f(x) = ny[g(x, y) = 0].
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Ejemplo

Supongamos que la funcion g(x,y) esta definida por la tabla siguiente y que f(x) se
define como py[g(x, y) = O]

9(0,0) = 2 9(0,00=3 | g(2,00=8 | g(3,0)=2
9(0,1) = 3 g1, 1)=4 | g21)=3 | g(31)=6
9(0,2) = 1 9(1,2)=0 | g(22)=ind. | 9(32)=7
g(0,3)=5 9(1,3)=2 9(2,3)=6 9(3,3)=2
9(0,4) = 0 91,4)=2 | g(24)=0 | g(3,4)=8

Tabla 13.2

Entonces f(0) = 4, puesto que g(0,4) = 0, f(1) = 2, porque g(1,2) = 0 y f(2) no esta
definida porque antes de encontrar el primer valor igual a cero se encuentra uno que
no esta definido. En lo que se refiere a f(3), la tabla no nos da suficiente informacion.

Como se ve en este ejemplo, la minimalizacién puede producir funciones que no estan
definidas para ciertas entradas.

Con esta técnica podemos construir la funcién Coc (cociente entero):
Coc(x,y) = pt[(x+1) — (Mult(t, y) + y) = 0]

e Coc(5,4) =1, yaque 1 es el menor valor de t, para el que se cumple que:
5+1)—(Mult(t4)+4)=0=6—-(1x4)+4<=6-8=0

e Coc(3,4) =0, ya que 0 es el menor valor de t, para el que se cumple que:
3+1)—(Mult(t4)+4)=0=4-(0x4)+4=4-4=0

e Coc(3,0) no esta definida, ya que no hay ningun valor de t, que haga cumplir que:
(3+1)—(Mult(t,0)+0)=0<4-0=0.

Habiamos visto que la funcién Coc, no era recursiva primitiva, pero puede construirse
mediante la minimalizacion, por lo que pertenece a la clase de las Funciones
Recursivas Parciales.

Es evidente, que una funcion creada mediante la minimalizacion, es computable. La
nueva clase descrita, es decir, la de las funciones recursivas parciales, es la clase de
las funciones creadas a partir de funciones iniciales, y aplicando un numero finito de
combinaciones, composiciones, recursividades primitivas y minimalizaciones.
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En la Figura 13.1 se muestra toda la jerarquia de las funciones computables, ya que la
clase de las funciones recursivas parciales, contiene a todas las funciones parciales
computables.

Recursivas Parciales

K-Recursivas

Recursivas Primitivas

Iniciales

Figura 13.1

Esta tesis se conoce como Tesis de Church (analoga a la forma referida al final del
Capitulo 11). Nadie ha encontrado una funcion parcial que sea computable, pero que
no sea recursiva parcial, lo que da validez a esta tesis.

Los problemas cuya solucidén puede especificarse como una funcidn recursiva parcial
son exactamente los mismos que pueden solucionarse mediante maquinas de Turing.
Para sustentar una afirmacién asi es conveniente enunciar un teorema:

Teorema
Todo proceso computacional puede ser realizado por una maquina de Turing si y sélo

si es el calculo de una funcion recursiva parcial.

Incomputabilidad

No es lo mismo afirmar que todavia no se ha encontrado la solucién de un problema,
a decir, que se ha demostrado que no puede existir un algoritmo, procedimiento o
funcion que lo resuelva.

Cuando nos referimos a Incomputabilidad, nos referimos a que existen muchos mas
problemas que soluciones que puedan ser construidas. De esta forma, aunque no se
digan cuales, se sabe que existen una infinitud de problemas sin solucién.

La unica manera eficaz de dar un ejemplo de alguno de estos problemas, y demostrar
que no pueden solucionarse, es por reducciéon al absurdo: Esto es, se demuestra que
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no pueden ser ciertas a la vez toda la teoria construida hasta el momento, y la
afirmacion de que ese problema tiene soluciéon computable.

Preguntas

a) ¢,En qué nos basamos al afirmar que existen mas problemas que soluciones
posibles?

b) ¢ Hay funciones parciales que no sean recursivas?
c) ¢ Todas las Funciones Totales son Computables?

Ejercicios Capitulo 13
13.1 Calcule el elemento imagen de las siguientes Funciones Recursivas Primitivas:

a) o o 1%4(3, 5)

b) 1 o 5(4)

c) 60 &)

d) 60 o5, 6, 2)

13.2 Considere las funciones siguientes y determine, si estan bien definidas, cual es
su dominio y su espacio final:

a)f=1%o0
b)g=¢ooon’
c)h=c0o(
dk=co(o 0
13.3 Calcule el elemento imagen de las siguientes funciones:
a) % x ©°1 (4, 2, 5)
b) 1 x n°5 (4, 2, 5)
c) (com’2)x (§on’)4,2,5)
d) 7% x (gom’o) x (cocon®2)o((oon’2)xn’) (4, 6)

13.4 Defina las funciones siguientes de forma tal que se verifiquen las igualdades.
Utilice exclusivamente composicion, combinacion o recursividad primitiva de
funciones proyeccion o funciones constantes.

a)f(2,3,4)=(3,4,7)
b) g(2,3) = (3, 3, 9)
) h(2, 3,4)= (7, 2)
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13.5 Dado que el esquema general de definicidon utilizando recursividad primitiva es:
f(x,y) =g(x) y f(x, y + 1) = h(x, y, f(x, y)). Obtenga las expresiones adecuadas de
g Yy h para las funciones Mas(x, y), Mult(x, y) y Exp(x, y).

13.6 Sea A la funcién de Ackermann, definida previamente en la pagina 212,
demuestre que A(1, z) = z + 2 para todo z.

13.7 Si g(x) =xy h(x,y, z)=z+ 2, ;Que funcidn se obtiene desde g y h por recursion
primitiva?

13.8 Mostrar que las siguientes funciones son recursivas primitivas:
a) Abs(x, y) =[x -y |
b) Fact(x) = x!
c) Min(x, y)
d) Max(x, y)

13.9 Construir una funcion de la forma p-recursiva de la definicidon de la funcion
Modulo (Residuo).
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Complejidad

Se define el concepto de Complejicad. Se estucia el impacto de la duracion para tratabilidad de los problemas por medio
de Mdguinas de Tnring.

Un problema es Decidible (Computable o Resoluble) si existe un algoritmo para
resolverlo, sin embargo, en la practica esto no es suficiente, ya que pueden existir otro
tipo de limitaciones en cuanto a los recursos de tiempo y espacio necesarios para
solucionarlo, por lo que, desde el punto de vista practico, un problema, a pesar de ser
soluble, puede permanecer sin solucion.

El objetivo de este capitulo es el de clasificar a los problemas solubles desde el punto
de vista de la dificultad intrinseca que presentan para resolverlos.

Complejidad de los calculos

Primeramente hay que establecer una escala para clasificar los problemas de acuerdo
a su complejidad, para ello, debemos aprender a medir la complejidad de los calculos
individuales, a partir de lo cual podemos determinar la complejidad de los algoritmos, y
como consecuencia, la complejidad de los problemas.

Comenzamos el estudio formalizando el concepto de calculo: Un calculo consiste en
un par determinado formado por un algoritmo y una entrada; o bien, desde otro punto
de vista: la combinacién de una MT en concreto y una cadena de entrada en concreto.

Medicion de la complejidad

La complejidad de un algoritmo se refiere entonces, a la cantidad de tiempo y espacio
requeridos para ejecutarlo, para una entrada determinada. Es posible medir tanto su
complejidad temporal como espacial y ambas seran unos numeros determinados.

El tiempo es uno de estos recursos. Llamamos complejidad temporal a la cantidad de
tiempo necesaria para efectuar el calculo: Por ejemplo, la busqueda binaria de un
elemento en una lista ordenada, tiene una complejidad temporal estimada, menor que
la busqueda secuencial, puesto que usualmente se realiza mas rapido.
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La cantidad de espacio de almacenamiento requerido, es otro de los recursos
mencionados. Llamamos complejidad espacial, a la cantidad de espacio de
almacenamiento requerido para efectuar un calculo.

La complejidad espacial o temporal de un calculo, puede variar dependiendo del
sistema en donde se ejecute el calculo (éste puede hacerse en una computadora
rapidisima, o con una calculadora de bolsillo. Asi mismo, los datos pueden estar
codificados en binario o escritos en papel, etc.) Para evitar estas variaciones, es
comun estudiar la complejidad, en el contexto de un sistema computacional fijo, en
este caso, nos referimos a la maquina de Turing.

Complejidad de los calculos de Maquinas de Turing

Definimos la complejidad temporal de una maquina de Turing, como el numero de
pasos que se ejecutan durante los calculos. Por ejemplo, la MT de la Figura 14.1,
tendra una complejidad temporal de 5 para un calculo en el que la cinta contenga
originalmente: #xxx##, (La cabeza recorrera un espacio, las tres x, y después otro
espacio en blanco mas). Similarmente, si se inicia con una cinta que contenga solo
espacios en blanco: ###, la complejidad espacial sera solamente de 2.

='%.R

q, }HER o q, HER .
0 o 1 o
U Figura 141

En general, las complejidades espacial y temporal son diferentes, sin embargo, no son
completamente independientes, ya que en n pasos, una MT tiene acceso cuando
mucho a n + 1 posiciones de la cinta. Por tanto, si la complejidad temporal es n,
entonces la complejidad espacial nunca sera mayor que n + 1.

Si no exigimos que la maquina borre la cinta antes de pararse, es posible que dicha
maquina acepte una cadena con una complejidad espacial menor que el espacio
requerido para contener la cadena. Por ejemplo, si las cadenas aceptadas sélo se
caracterizan por comenzar por el simbolo x, entonces, una vez examinado el primer
simbolo, podemos aceptar o rechazar la cadena sin necesidad de desplazarnos por el
resto de posiciones de la cinta que contienen a la cadena, sin embargo, si se exige
que se borre la cinta, la complejidad espacial sera por lo menos igual a la longitud de
su cadena de entrada.
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Complejidad de los algoritmos

En general, el uso de un mismo algoritmo para distintas entradas, produce calculos de
complejidades diferentes. Para calcular si un algoritmo es complejo, nos basamos en
si los calculos son complejos 0 no, entonces, ¢qué ocurre cuando unas entradas nos
llevan a calculos sencillos, y otras generan calculos complejos?

En este caso, se mantiene fija (y unica) la MT utilizada y se estudia para todas las
entradas posibles. Las complejidades medidas pueden variar enormemente. Uno de
los factores que mas influyen en esta variacion es la longitud de la cadena de entrada,
por lo que se deben estudiar por separado las distintas entradas con la misma
longitud. Se escoge el peor caso posible dentro de cada una de las familias de
entradas de cada longitud y todo esto se sintetiza como una funcién de la longitud de
la entrada.

Complejidad temporal de las maquinas de Turing

Consideremos una maquina de Turing, para determinar si dos cadenas de igual
longitud son iguales, para el alfabeto ¥ = { x, y, z }. Suponemos que ambas estan
escritas en la cinta, una detras de la otra, y separadas por un signo de igual. Por
ejemplo, se puede comenzar con una cinta que contenga #yxxz=yxzx##, y terminar
con #1## o con #0##, si las cadenas son iguales o distintas respectivamente.

Nuestra MT observa el primer simbolo de la primera cadena, y mueve la cabeza hasta
el primer simbolo de la segunda cadena. Si son iguales, hace lo mismo con los
segundos simbolos de ambas cadenas, y asi hasta encontrar una discrepancia o
hasta agotar ambas cadenas.

Evidentemente, el tiempo requerido para ejecutar este algoritmo, debe ser funcion de
la longitud de las cadenas de entrada. Asi, sin entrar en mas detalle, diremos que el
tiempo necesario (numero de pasos ejecutados) para confirmar que dos cadenas de
longitud n son idénticas, es: T(n) =2n?+6n + 6

Esto incluye (2n? + 3n + 1) pasos para la comparacion, (3n + 3) pasos para mover la
cabeza hacia el extremo derecho de la entrada y borrar la cinta de derecha a izquierda
y por ultimo un paso para escribir el simbolo 1.

Es decir, comparar dos cadenas de 4 elementos requerira una complejidad temporal
de 62, mientras que comparar dos cadenas de longitud 10, requeriria de 266 pasos.
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Esto no es siempre cierto, ya que solo nos referimos a la comparacion de dos
cadenas idénticas, pero si las cadenas son diferentes, la complejidad dependera del
momento en que se encuentre la primera discrepancia, y esto puede ocurrir en un
tiempo muy corto. Generalmente se manejan estas variaciones en el rendimiento de
un algoritmo, identificando las situaciones de mejor caso y peor caso. Esto nos
garantiza que cualquier aplicacion de dicho algoritmo, cae dentro de ese intervalo.

En nuestro ejemplo, el peor caso sera cuando las cadenas son idénticas y haya que
analizarlas completamente, y el mejor caso, cuando la discrepancia se encuentra en el
primer simbolo. Entonces, podemos afirmar que la complejidad se encontrara dentro
del rango entre T(n) =4n + 5y Tp(n) = 2n? + 6n + 6.

Generalmente se acostumbra adoptar un punto de vista pesimista y definir la
complejidad temporal de un algoritmo como su rendimiento en el peor caso posible.

Rendimiento medio

Si utilizamos un algoritmo con mucha frecuencia, nos interesara encontrar su
rendimiento promedio, mas que describir el comportamiento en el peor o en el mejor
de los casos.

La estimacion del rendimiento promedio no consiste en el promedio aritmético de los
peor y mejor casos, sino que se calcula de una forma mas precisa, multiplicando la
complejidad de cada calculo posible (c4, c2, ..., Cm), por la probabilidad de que ocurra
dicho calculo (p1, p2, ---, pm) Y realizando la sumatoria para todos estos casos, asi:

T() - Y P

Analisis informal de algoritmos

Generalmente, determinar la complejidad temporal de un algoritmo no es tan sencillo,
y hemos de conformarnos con una estimacion muy aproximada, lo que, sin embargo,
suele ser suficiente. Por ejemplo, nos basta con tener una idea aproximada de las
complejidades de dos distintas técnicas, para poder evaluar las ventajas relativas
entre ambos algoritmos, y tomar una decisién de cual es la mas adecuada.

Asi, por ejemplo, si queremos calcular la complejidad del algoritmo de ordenacion por
insercion, debemos suponer que sera proporcional al numero de veces que se ejecuta
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su bucle mas interno. De esta forma podriamos determinar que la complejidad
temporal del algoritmo sera proporcional a n® —n, donde n es la longitud de la lista a
ordenar.

Por supuesto, esto es una aproximacion, y no podemos esperar que nos calcule el
tiempo exacto de una aplicacion del algoritmo. Sin embargo, si podemos afirmar que
si vamos aumentando la longitud de entrada, el tiempo necesario aumentara en
proporcion a una expresion cuadratica. Es decir, si se duplica el tamafno de la lista, el
tiempo aumentara en un factor aproximadamente de cuatro.

Estas aproximaciones son de gran utilidad para elegir entre varias estrategias para
resolver un problema concreto. Sin embargo, las consideraciones necesarias para
juzgar el rendimiento estimado de un algoritmo, varian de acuerdo con la situacion
concreta. Hay que considerar, por tanto, no sélo los casos peor, mejor y promedio,
sino también el ambiente donde se aplicara el algoritmo.

Esta eleccion debe ser independiente del mecanismo empleado para su ejecucion, ya
que los algoritmos de complejidad temporal muy grande, no mejoran por el simple
hecho de que se ejecuten en una veloz supermaquina.

Complejidad de los problemas

A veces decimos que un problema es dificil cuando nos resulta dificil resolverlo. Sin
embargo, siempre existe una forma dificil de resolver cualquier problema, por ello, la
complejidad de un problema se debe medir considerando la complejidad de la
soluciéon mas sencilla posible.

Normalmente no es facil identificar cual es la solucion mas sencilla, para ello se
tendrian que considerar todas las posibles MTs conocidas para resolver el problema, y
analizar a cada una de ellas bajo todas las entradas posibles, y de esta manera, poder
asignar al problema la complejidad del algoritmo que resulte el mejor, hasta ese
momento, pues posteriormente puede surgir uno mas eficiente. De este modo, la
busqueda de una solucion O6ptima, se puede convertir en una labor sin fin de
descubrimientos sucesivos de mejores soluciones.

Mejoramiento de soluciones

En la maquina de Turing que analizamos anteriormente, donde se comparaban dos
cadenas de igual longitud, cotejando los primeros elementos de cada cadena,
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después los segundos, y asi sucesivamente; conseguimos, de este modo, una
complejidad de T(n) = 2n? + 6n + 6.

Podemos producir una solucion mas rapida, si disefhiamos una MT que compare dos
simbolos cada vez. Esto reduciria aproximadamente a la mitad el numero de
movimientos. Si continuamos con esa técnica, podriamos construir maquinas que
compararan k simbolos a cada vez y obtendriamos una solucibn que sea
aproximadamente 1/k veces mejor.

Esto nos lleva a un sin fin de soluciones cada una mas eficiente que la anterior, de
hecho, el teorema de aceleracién de Blum establece que existen problemas para los
cuales es posible mejorar considerablemente cualquier solucién. Y que en términos
generales, dice que:

En el contexto de las maquinas de Turing (y por ende en otros sistemas), para
cualquier funcion pu-recursiva g, existe un problema para el cual, cualquier solucién
con complejidad temporal t(n), se puede mejorar para obtener una nueva solucion con
complejidad temporal g(t(n)) para todos, excepto un numero finito de valores, a su vez,
ésta nueva solucion se puede mejorar para obtener una complejidad g(g(t(n))) y asi
sucesivamente.

Sin embargo, este teorema no ha sido aplicado fuera de las ciencias teéricas, por lo
que tiene poca importancia en situaciones practicas.

Por todo esto, al clasificar a los problemas de acuerdo con su complejidad, nos
conformaremos con dar una magnitud: Por ejemplo, el problema de comparacion de
cadenas, tiene una complejidad que es del orden de una expresion cuadratica. Es
decir, hemos clasificado la complejidad del problema en la clase de las funciones
cuadraticas.

En la mayoria de los casos, esta clasificacién serda mas que suficiente para nuestros
propésitos. Una forma util para medir la complejidad de los problemas consiste en
establecer una escala basada en Clases de funciones. Una de estas escalas es la de
las Tasas de Crecimiento.

Tasas de Crecimiento

Dada una funcién f: N — R”, decimos que el Orden de la funcion f (se denota O(f),
leido como o mayuscula de f) es el conjunto de todas las funciones g: N —» R,
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acotadas superiormente por un multiplo real positivo de f, para valores de n
suficientemente grandes.

Hay que notar que O(f) es un conjunto de funciones, y no una sola funcién y que para
cada funcién g(n) del conjunto, existe un entero no, denominado umbral, tal que se
cumple lo anterior para todo n > ny.

Of)={g:N—->R"|3ceR",3IngeN|Vn=ng g(n)<cf(n)}

Dos funciones f y g son equivalentes si O(f) = O(g). El conjunto de funciones
equivalentes a f, se denota como ©(f), es decir, “theta mayuscula de f’. A cada clase
O(f), se le llama tasa de crecimiento.

La tasa de crecimiento de cualquier polinomio de grado d, es ©(n°):
d -
@[Z ain'] = @(nd)
i=0

Ahora, aunque no podemos identificar una funcion especifica como la complejidad
temporal de cualquier problema, si podemos decir que es posible resolverlo con un
algoritmo cuya complejidad se encuentra, por ejemplo, en la clase ©(n?).

Asi pues, las tasas de crecimiento pueden proporcionar un esquema de clasificacion
para determinar la complejidad de los problemas. La complejidad de un problema sera
de la clase O(f), si se puede resolver mediante un algoritmo de esa complejidad y
donde cualquier mejor solucion también esta en esa clase.

Limitaciones de la escala de tasas de crecimiento

La escala de tasas de crecimiento tiene éxito para clasificar la complejidad de varios
problemas en distintas situaciones, sin embargo, si cambiamos de un sistema
computacional a otro, es posible que la complejidad temporal corresponda a otra tasa
de crecimiento (por ejemplo, un problema puede tener una complejidad cuadratica
usando maquinas de Turing de una cinta, pero puede ser lineal si usamos maquinas
de Turing de dos cintas).

Por lo tanto, la complejidad de un problema, medida como una tasa de crecimiento, no
constituye una propiedad exclusiva del problema, sino que ademas, depende del
sistema computacional subyacente.
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En la tabla 14.1 se muestran diferentes funciones de complejidad y el tiempo que
consumiria en resolver problemas de diferente tamano, suponiéndose que cada paso
tarda un microsegundo en ejecutarse.

o(n) n=10 20 50 100 500 1000
Inn [2.3x10%seg| 3x10°seg |3.9x10°seg|4.6x 10°seg|6.2x 10° seg| 6.9 x 10° seg
N | 1x10°seg | 2x10°seg | 5x10°seg | .0001 seg .0005 seg .001 seg
ninn|{2.3x10°seg| 6x10°seg | 2x10*seg |4.6x10*seg| .0031seg .0069 seg
n? .0001 seg .0004 seg .0025 seg .01 seg .25 seg 1 seg
n’ .001 seg .008 seg 125 seg 1 seg 125 seg 1000 seg
n° .1 seg 3.2 seg 5.2 min 28 hrs 1 afo 31.7 anos
2" .001 seg 1 seg 35.7 afios | 4x 10" sig o e
3" .059 seg 58 min 2.3 x10%sig | 1.6 x 10* sig 0 o
n! 3.6 seg 771 siglos | 9.6 x 10 sig o o o
Tabla 14.1

Como podemos ver, existen algunos problemas, que debido a su complejidad, no es
posible resolverlos en la practica, por la magnitud de tiempo tan considerable que
requeriria su solucion, incluso para valores de n razonablemente pequeros.

Cualquier algoritmo se vuelve inutil cuando el tiempo requerido para su ejecucion es
demasiado grande, por ello, siempre es necesario estimar de qué orden es la funciéon
del tiempo requerido para la ejecucion de algunos algoritmos.

Y en los casos en que los problemas sean muy complejos, se debe tratar de encontrar
otro algoritmo equivalente que sea mas eficiente. La eficiencia entonces, consiste en
reemplazar algoritmos realizables por otros cuya funcion del tiempo se encuentre mas
arriba de la tabla.

Intratabilidad

Cuando la funcion de complejidad de un problema depende polinomialmente del
tamano del problema, se dice que el problema es Tratable, (esto incluye también a
cualquier funcién logaritmica), pero cuando la complejidad del problema depende
exponencialmente de su tamafo, es decir, cuando no se puede limitar a una expresion
polinomial, como en el caso de las funciones exponenciales, entonces el problema es
considerado como Intratable.
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El problema de intratabilidad no se resuelve simplemente esperando a que podamos
conseguir un equipo de computo mucho mas poderoso. En la tabla 14.2 se compara el
tamano de un problema que puede ser resuelto en el lapso de una hora, a la velocidad
actual de un microsegundo por paso, contra los tamafos de problemas que podrian
resolverse con equipos muchas veces mas veloces en ese mismo lapso, para las
diferentes funciones de complejidad:

Tamafio del problema a resolver en una hora
A lavelocidad 100 veces mas | 1000 veces mas
actual rapido rapido
n 3.6 x 10° 3.6x10" 3.6x 10"
n 6 x 10* 6 x 10° 1.9 x10°
n’ 1533 7114 15326
n° 82 205 325
2" 31.7 384 41.7
3" 20 24.2 26.3
Tabla 14.2

Como se puede apreciar, para las funciones exponenciales el incremento en el
tamano de los problemas a resolver es insignificante con respecto al aumento en
velocidad del equipo disponible, de ahi su clasificacion como Intratables.

Ejemplo
Como se menciond en el capitulo 12, el lenguaje siguiente es Decidible:
Leic = { (G, w) | G es una GIC que genera la cadena w }

Primero debemos encontrar una gramatica en la FNCh equivalente, y luego probar
todas las derivaciones posibles de longitud 2n — 1 o menos.

El problema radica en que usando esta técnica, el numero de derivaciones posibles
crece de forma exponencial, por lo que no es tratable de esta manera.

Sin embargo, podemos replantear este problema desde la perspectiva de la
Programaciéon Dinamica, cuya idea basica es la de reutilizar soluciones parciales ya
obtenidas, y asi evitar la repeticién innecesaria de muchos pasos. Este criterio es el
fundamento del procedimiento que hemos descrito en el capitulo 7 como el algoritmo
CYK, el cual es Polinomial de orden O(n%).
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Calculos de tiempo polinomial

Volvemos a estudiar los problemas de reconocimiento de lenguajes, pero desde el
punto de vista de su complejidad: Nos interesa saber si el procesamiento de un
lenguaje es una tarea practica, una vez que sabemos que es tedricamente posible.
Decimos que una maquina de Turing M, calcula la funcién f en un tiempo polinomial, si
existe un polinomio p(x) tal que para cualquier entrada w (para la cual esta definida
f(w)), M calcula f(w) en no mas de p(|w|) pasos.

Una propiedad importante de las funciones que pueden calcular las maquinas de
Turing en tiempo polinomial, es que la composicion de dos de estas funciones también
se calcula en tiempo polinomial.

También es cierto que la clase de las funciones que pueden calcularse en tiempo
polinomial con maquinas de Turing de varias cintas, es igual que la de las maquinas
de una cinta.

La clase P

Definimos que P es la clase de los lenguajes que las maquinas de Turing pueden
decidir en un tiempo polinomial. Es decir, son todos los lenguajes que pueden ser
aceptados en un tiempo razonable. Otra caracteristica de la clase P, es que
permanece estable para una amplia gama de sistemas computacionales.

Teorema

Si una maquina de Turing decide un lenguaje L en tiempo polinomial, entonces existe
otra maquina que también lo decide en tiempo polinomial pero que indica su
aceptacién deteniéndose con la configuracion de cinta #1## y su rechazo con la
configuracion #0##.

Problemas de decision

Un problema de decision es aquel problema que puede expresarse en forma de una
pregunta cuya respuesta es si 0 no. Desde esta perspectiva, la clase P corresponde a
la clase de los Problemas de Decisién que pueden resolverse con Maquinas de Turing
en tiempo polinomial.
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Tanto es asi, que con frecuencia consideramos a P mas que una clase de lenguajes
Decidibles, como una clase de problemas de decision.

También vimos que habia lenguajes que eran aceptados por maquinas de Turing,
pero no eran Decidibles. Deducimos por tanto, que estos lenguajes no se encuentran
en la clase P.

La clase NP

Definimos que NP es la clase de los lenguajes que las maquinas de Turing no
deterministas pueden aceptar en tiempo polinomial. Por supuesto, ya que cualquier
maquina de Turing determinista esta contenida en la clase de las maquinas de Turing
no deterministas, podemos afirmar que P < NP.

Sin embargo, la cuestion de que si P = NP, aun no se ha resuelto. Existen numerosos
problemas de reconocimiento de lenguajes que se sabe que pertenecen a NP, pero se
desconoce su pertenencia (0 no pertenencia) a P. Si descubriéramos que P = NP,
podriamos afirmar que estos problemas tienen soluciones practicas. En caso de
probarse lo contrario, la posibilidad de encontrar soluciones eficientes, se desvanece.

No se ha podido resolver tampoco la relacion entre la aceptacion y la decision de
lenguajes en tiempo polinomial en el contexto de las maquinas de Turing no
deterministas (Sin embargo, si se determiné para el caso de la clase P).

Un ejemplo de este tipo de problemas es el conocido como El Problema del Agente
Viajero. En él se define un lenguaje Ls que consiste en las cadenas que contienen una
ruta valida. Este lenguaje puede aceptarse por una maquina no determinista en
tiempo polinomial (la maquina se detiene si la ruta es suficientemente corta. En caso
contrario, el tiempo crece considerablemente), pero no puede afirmarse que este
lenguaje pueda ser decidido por una maquina no determinista.

Todos los algoritmos conocidos en la actualidad deben revisar todos los posibles
caminos, y este chequeo es exponencial, sin embargo tampoco se ha probado que no
exista algun algoritmo tratable para resolver este problema.

Los problemas de clase NP, son verificables polinomialmente, un verificador es un
lenguaje dado por: L = { w | El algoritmo V acepta a (w, c) para una cadena c } el
verificador Polinomial es de orden O(|w|), donde la cadena c es la clave para probar
que w e L.
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Ejemplo

Resulta muy dificil encontrar los factores del numero 4,294,967,297, incluso Pierre de
Fermat declaré en 1640 que se trataba de un numero primo, y no fue sino hasta 1732
que Euler demostré que 6,700,417 y 641 son factores de ese numero, lo que nos
resulta ahora muy sencillo de verificar.

Si se pudiera demostrar que P = NP, entonces Ls perteneceria a P y podria ser
decidido en tiempo polinomial y entonces resolveriamos en un tiempo razonable al
Problema del Agente Viajero y otros semejantes.

Reducciones Polinomiales

Demostrar que uno de los muchos ejemplos que sabemos que pertenecen a NP
pertenece también a P, seria un pequefio paso hacia la resolucién de la relacién entre
P y NP. Sin embargo, existe un camino para atacar muchos problemas a la vez. Este
método se basa en el concepto de completez-NP, que a su vez se apoya en el
concepto de las reducciones polinomiales.

Una reduccién polinomial (o transformacion polinomial) de un lenguaje a otro, es una
funcién que puede ser calculada por una maquina de Turing en tiempo polinomial, y
para la cual w € L siy solo si f(w) € L,. Si existe una reduccion polinomial de L1 a Ly,
decimos que L1 se reduce a L, y lo escribimos como Lq « L.

De esta forma, si tenemos una maquina M;, que ejecuta una funcién f la cual es una
reduccion polinomial de L a Ly, y si tenemos una segunda maquina My, que acepta el
lenguaje L, entonces el lenguaje que acepta la maquina compuesta MiM, es L (Mg
convierte L1 en L, y L, es aceptado por My)

Ademas, como M se calcula en tiempo polinomial, la complejidad temporal de la
maquina compuesta es comparable con la de M,. Esta afirmacion justifica el siguiente
teorema:

Teorema

SilLy <Ly, yLyestdaenP, entonces L esta en P.

Una de las principales aplicaciones de este teorema es para demostrar la pertenencia
(o no pertenencia) a P de ciertos lenguajes: Si podemos demostrar la reduccion
polinomial de un lenguaje Ly a otro L,, entonces ambos pertenecen (0 ninguno
pertenece) a P, con solo demostrar que L se halla (o no se halla) en P.
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Teorema de Cook

Este teorema, descubierto por S. A. Cook, identifica que existe un lenguaje de la clase
NP (problemas de decision) al que se puede reducir por reducciéon polinomial
cualquier otro lenguaje en NP.

Desde el descubrimiento del teorema de Cook, se han encontrado que existe un gran
numero de lenguajes en NP que son reducciones polinomiales de cualquier otro
lenguaje en NP. A esta clase de lenguajes se le conocen como completos-NP.

Asi, si alguna vez se demuestra que uno de estos lenguajes se halla en P, todos los
lenguajes en NP, se hallaran en P, porque la clase de lenguajes completos-NP esta
formada por los lenguajes mas dificiles de la clase NP, ver Figura 14.2.

NF

Completos-NP

Figura 14.2

Si se demostrara que alguno de estos lenguajes se puede aceptar por una maquina
de Turing determinista en tiempo polinomial, entones NP deberia ser igual a P, y
muchos de los problemas que ahora no tienen solucién practica (por tener una
complejidad que los hace intratables), podrian ser finalmente Tratables.

Al contrario, si se demostrara que algun lenguaje de NP yace fuera de P, entonces
seria inutil seguir buscando soluciones eficientes para dichos problemas. Hasta el
momento, no se ha demostrado ninguna de estas opciones.

Comentarios Finales

Vimos los automatas finitos, que aceptaban los lenguajes regulares. Con el objetivo de
desarrollar técnicas mas potentes para el reconocimiento de lenguajes, llegamos al
estudio de los automatas de pila y los lenguajes independientes de contexto. Y
posteriormente, se estudio las maquinas de Turing, y los lenguajes estructurados por
frases donde llegamos al aparente limite identificado por la Tesis de Church-Turing.
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Ampliamos el uso de las maquinas de Turing, que dejaron de ser simples dispositivos
de reconocimiento de lenguajes para convertirse en maquinas de propdsito general
que calculaban funciones. De esta forma, vimos que la clase de funciones que era
calculable por una maquina de Turing era la clase de las funciones recursivas
parciales, que coincide con las funciones calculables con un sencillo lenguaje de
programacion esencial. Asi vimos la equivalencia entre diferentes disciplinas de la
tesis de Church-Turing.

Una vez investigada la frontera entre la computabilidad y la no computabilidad, nos
limitamos a los problemas que en teoria pueden resolverse mediante algoritmos, y
estudiamos la complejidad de la mejor de las soluciones. Esto nos llevo a la clase P,
como la clase de los problemas que pueden resolverse por una maquina de Turing
determinista en tiempo polinomial. La clase NP por el contrario, es la clase de los
problemas que pueden resolverse por una maquina de Turing no determinista en
tiempo polinomial. Una de las preguntas que queda sin resolver es si la clase P y NP
son idénticas o no.

Preguntas

a) ¢,En qué nos basamos al afirmar que existen mas problemas que soluciones
posibles?

b) ¢ Por qué usualmente es mas importante estudiar la intratabilidad de problemas en
el tiempo, mas que en el espacio?

c) ¢,En que casos es relevante analizar la complejidad en el espacio?

Ejercicios Capitulo 14
14.1 Dadas las funciones f(n) = 3n® + 2n + 5 y g(n) = n°, demuestre que f € O(g).

14.2 Observe la maquina de Turing, con alfabeto % = { x, y }, mostrada en la Figura
14.3, de la pagina siguiente, describa su comportamiento y sefiale los valores
maximo y minimo de su complejidad temporal.

f/—-—h\v
>R sl * R >y

O
Figura 14.3

14.3 Demuestre que si una MT requiere un espacio de O(f(n)), entonces necesita un
tiempo 200,

X
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14.4 Para cada una de las siguientes funciones, elija la “mejor O” de acuerdo a la
tabla que describe la velocidad de crecimiento de la funcion:

a) 6n? + 500
b) 2n? + n? logz n
c) L(n® + 2n) (n + 5)/n%]
d) n%22" + n!
e) 25n*? + 5n” + 23
14.5 Ultilizar la definicion de O(g), para establecer las siguientes relaciones:
a) nlogz n € O(n?)
b) n? ¢ O(n logz n)
c)n" e O(2"
d) n! ¢ O(2")
14.6 Determinar la complejidad temporal de las siguientes Maquinas de Turing:

h/b,R
bh/h,R

#4#R

a‘a,R
a‘a,R Figura 14.4

Figura 14.5
#4#R b/h,L #14,R
a‘a,R ala,L
c/c,R Figura 14.6
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Glosario de Términos

Alfabeto

Un alfabeto es un conjunto ordenado, finito no vacio de simbolos.

Arbol

Un arbol es un digrafo que tiene las siguientes propiedades:

Existe un unico vértice llamado raiz, que no tiene predecesores y desde el cual
existen trayectorias hacia cada vértice.

Cada vértice, menos la raiz, tiene un solo predecesor.
Los sucesores de un vértice se ordenan de izquierda a derecha.

Los arboles se trazan poniendo la raiz en la parte superior y los arcos en direccién
descendente (por eso no se requiere poner la flecha)

A los vértices que no tienen descendientes se les denomina Hojas.

Arbol de Derivacion

Un arbol de derivacién es un arbol que representa en forma grafica la manera como

una gramatica dada genera a una cadena concreta y tiene las siguientes propiedades:

La etiqueta de la raiz es S.
La etiqueta de cualquier vértice que no es hoja es un simbolo no terminal.
La etiqueta de cualquier vértice hoja es un simbolo terminal o .

Para cada produccion de la forma A — w, que se aplique en una derivacion, debera
haber un nodo etiquetado con el SNT A, cuyos descendientes correspondan a cada
uno de los simbolos que forman la cadena w (en el mismo orden).

La concatenacion de los simbolos que haya en cada una de las hojas (leidos de
izquierda a derecha) nos proporciona la cadena obtenida en la derivaciéon que
representa el arbol.
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Autdmata Finito

Un autdmata finito es un conjunto finito de estados y un conjunto de transiciones entre
estado y estado que pueden ocurrir, dependiendo del simbolo de entrada que se elija
dentro de un alfabeto 2..

Cadena

Una Cadena es una secuencia finita de simbolos de un alfabeto dado yuxtapuestos
uno a continuacién de otro en una secuencia determinada.

Cadena Inversa

La Inversa de una Cadena w es la cadena wR, tal que es la imagen refleja de w, es
decir, que equivale a w cuando se lee de derecha a izquierda.

Cerradura de Kleene

Sea L un lenguaje sobre el alfabeto >, se define a L* como la Cerradura de Kleene o
Cerradura Estrella como la unién infinita de todas las potencias de L, incluyendo la
potencia cero.

Cerradura Positiva

Se define a L*, la Cerradura Positiva de L, como la unién infinita de todas las
potencias de L a partir de uno.

Ciclo

Un Ciclo es cuando existe una trayectoria de k vértices de un grafo: vq, va, ..., v, tal
que v = Vi, para k > 1.

Concatenacion

Concatenacioén es la yuxtaposicién de dos cadenas, una a continuacién de la otra, de
tal forma que si w y x son dos cadenas, la concatenacion de w con x es la cadena que
se obtiene de afadir la cadena x a la cadena w.

Diagrama de Transicion

Un digrafo es un diagrama de transicion si estd asociado a un Autdomata Finito de la
siguiente manera: Los vértices del digrafo representan los posibles estados del AF,
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Una transicion desde el estado g al estado p se representa por un arco etiquetado con
el valor del simbolo de entrada que la provoca.
Digrafo

Un digrafo es un conjunto de vértices y un conjunto de pares ordenados llamados
arcos y se denota como v — w. Al vértice v se le llama Predecesor (Padre) y al vértice
w se le llama Sucesor (Hijo).

Ejemplo: G= ({1,234}, {i—>j|i<j})

Estado

Se llama estado a cada una de las distintas configuraciones internas en que puede
estar un sistema en un momento dado.

Estado Inicial

Usualmente se denota como qp al estado inicial y es en el que se asume se encuentra
un Sistema al principio.

Estados Finales

A los estados de aceptacion también se les conoce como estados finales.

Grafo

Un Grafo G = { V, E } es un conjunto finito V de vértices o nodos y un conjunto E de
pares de vértices conectados, llamados aristas.

Ejemplo: V={1,2,3,4,5},E={(nm)|n+m=406n+m=7} en este caso, el
par (1,3 )yelpar(3,1)representan a la misma arista.

Gramaticas de Estructura de Frase

Una gramatica de estructura de frase es aquella cuyo lado izquierdo de las reglas de
produccion puede estar formado por cualquier cadena no vacia sobre N U 2., siempre
que contengan al menos un simbolo no terminal. Las producciones son de la forma: A
—> w,donde A e (NUX)*N (NUX)*yw e (NU X)" Este tipo de gramaticas se
conocen también como Gramaticas No Restringidas o Gramaticas del Tipo Cero.
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Gramaticas Sensibles al Contexto

Las Graméaticas Sensibles al Contexto son aquellas cuyas producciones son de la
forma A — w, donde |A| < |w|.

Ademas, la forma normal de estas gramaticas establece que toda produccion debe ser
de la forma: a1Aay; — aywop, con w # g. Estas producciones permiten que A sea
reemplazado por w solo cuando A aparezca en el contexto de a1 y .

A estas gramaticas se les llama también Gramaticas Dependientes del Contexto.
Hoja
Un vértice de un arbol que no tiene sucesores se denomina hoja.

Lazo

Se llama lazo a un ciclo en un grafo, de longitud uno.

Lenguaje

Un lenguaje formal es un conjunto de palabras o cadenas formadas por simbolos de
un alfabeto dado.

Lenguaje Decidible

Un lenguaje Decidible es aquel que puede ser decidido por alguna Maquina de Turing,
también se les llama Lenguajes Recursivos.

Lenguaje Enumerable

Un lenguaje Enumerable o Recursivamente Enumerable puede ser aceptado pero no
necesariamente decidido por alguna Maquina de Turing.

Lenguaje Universal

Definimos al Lenguaje Universal sobre > como el lenguaje formado por todas las
cadenas que se pueden formar sobre >, también se le conoce como la cerradura de
2., ¥ se denota como 2.*. Para cualquier alfabeto, 2.* es siempre infinito.

Lenguaje Vacio

El lenguaje vacio se denota como O, y es el que no contiene ninguna cadena, es decir
d={}
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Simbolo

Un simbolo es un signo, digito, letra o incluso un grupo de letras que se utiliza en
algun lenguaje y que tiene algun significado convencional.

Trayectoria

Una trayectoria es una sucesion de k vértices: vi, va, ..., Vi, tales que exista una arista
entre dos elementos sucesivos que los una, (vj, vi+1), para todo 1 <i<Kk.
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Solucion a Problemas Planteados

1.1.

1.2.

1.3.
1.4.

1.5.
1.6.

1.7.
1.8.
1.9.

1.10.

1.12.
1.13.

AUB={y,n, % ¢,0,ANB={2L}AoB={y,n, ¢, 0},A-B={y,n}y
B-A={¢,0}

Prefijos propios: ¢, p, pi, pin. Sufijos propios: €, 0, no, ino.
Subcadenas: ¢, p, I, n, 0, pi, in, no, pin, ino.

w? = papapapa, W° = papapapapapa y w" = apap.
Prefijos: €, p, pi, pifi, pifia, pifiat, pifiata.

Sufijos: €, a, ma, oma, roma, aroma, maroma.

Subcadenas: ¢, b, a, n, ba, an, na, ban, ana, nan, bana, anan, nana, banan,

anana.
xyRz = pifiataamorambanana, z >x = bananabananapifiata.
Subcadenas: ¢, 0, 1, 2, 01, 11, 10, 02, 22, 20, 011, 111, 110, 102, 022, 220.

(AUB? ={a,b,c,cc,dc, ec, cd,dd, ed, ce, de, ee }
(AB)* ={¢, ac, ad, ae, bc, bd, be, cc, cd, ce, acac, acad, ... }
(BA)R ={ ac, ad, ae, bc, bd, be, cc, cd, ce }.

Ly-Ly={e, 1,01, 11, O, 001, 011, 10, 101, 1001, 1011, 111, 1101, 1111},
L,-Ly={¢ 0, 10, 11, 1, 110, 111, 01, 010, 0110, 0111, 1110, 1111},

L1 UL2={8, 0, 10, 11, 1, 01}, L1 ﬂL2={8, 11}, L1—L2={0, 10},
L,-Ly={1,01} L*={e O, 10, 11, 00, 010, 011, 100, 1010, 1011, ...},
L,*={e, 1,01, 11, 101, 111, 011, 0101, 0111, ...} yL1®L>,={0,10,1,01}

. L°={e} L"={¢ga},L? ={¢g a,aa},L*={¢, a, aa, aaa }.

{b, ab, aab, aaab, ...}, { a, ab, abb, abbb, ... } y { ¢, ab, abab, ababab, ...}
LiuLz={e,aa,ab,bb},LiuLs={¢ aa,ab},L1uLsa={e},

LzuL4={aa,ab,bb},L1ﬁL2=@,L20L3={aa,ab},L3ﬂL4=®yL1mL4=®.
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1.14. (AUB? ={ab, b, cb, aa, aba, baa, baba}, (BUA)X={a, ab, ba, b, bc },
(AB) = { aba, ba, cba, abba, bba, cbba}, (A> N BA) ={bab },
(A@BR)={b,ch,a}y (AR=B)?>={bb, bbc, bcb, bcbc }.

1.15. (L1 ULx)®={110, 101, 11, 10}. (Lo— L1)* ={011011, 011101, 101011, 101101}.
(L1 —Lp)* ={01, 0101, 010101, ... }. (Ly N Lo)* ={¢, 11, 1111, 11111, ... }.

L.RL, = { 10011, 10101, 1011, 11011, 11101, 1111}.
1.16. L°={b, ab, bb, aab, abb, bab, bba, bbb, ...}.

21. a)00(1uU0)*b)1*(01*01*01* )*,c)(1uU0)*11(1U0)
d) 1* U 1*01* U 1*01*01*, e) 1*(01* U 001" )* 000 ( 170 U 1700 )*1*,
HOU(LU2U...U9Z*5g)(eUlU0)’, h)(0U1) (11U0)U1lUs,
)(01U1),j))((0U1)®* k) (11U00)(1U0)*U(1UO0)*(11U00).

2.2. a)Las cadenas formadas por una cantidad par de ceros, incluyendo la vacia.

b) Las cadenas que inician con cualquier cantidad (incluso ninguno) de ceros
seguida por cualquier cantidad (incluso ninguno) de unos.

c) Las cadenas de ceros y unos que inician con uno.

d) Las cadenas de ceros y unos que terminan con doble cero.

e) Las cadenas de ceros y unos que contienen la subcadena 10.

f) Las cadenas de ceros y unos que contienen al menos dos ceros.

2.3. a)No, b) Si, c) No, d) Si, e) No.
24. L={a,ca,cca,ccca,...,c¢ bc, bcbc, bcbcbe, ..., b, bb, bbb, bbbb, ... }
25. 18

2.6. a)(ab)*, b) (aa), c) a*b, d) a*b, e) (aa)*, f) a*, g) (b*a)*b*, h) a(aa)*, i) (a U b)*
i) (@Ub)*, k) (@aU b)*, 1) a*bb*c*, m) y*x*, n) x*, 0) (a U b)*, p) (a U b) (aa)*,
q) (@U ba U b?)*b, r) (b*a)*, s) (abc*)*

3.1.

3.2. &)
b b b a b
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3.4.
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El AFD dado ya es el minimao
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El AFD dado ya es el minimao

3.5. No son equivalentes.
3.6. Sison equivalentes.

3.7. Sison equivalentes.

11

01 00

1/g
3.12. 01
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b) 0,1
1 0,1 0,1 0,1 0,1
cl 0,1
1 0 1 0,1
AFN a b a

4.3. a)No, b) Si, c) No, d) Si, e) No.
4.4,
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4.8.

5.4.

TEORIA DE LA COMPUTACION

L = (ab)* ((ba)*b U (ba)" U a)
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5.5.
5.6.

5.7.

5.8.

5.9.

6.1.

6.2.

6.3.
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L = ab(aab)* = (aba)* ab

a)

a)L=(aUb )ba b)L=(aUba* )* c)L=(aUbaUbba)(bbUbUce)
d)L=(aUbauUbba)*bbb(aub)*,e)L=(11U0)(1U0)*

a)L=(auUb(buab)*a®)*=(aub’(ab*)*a®)*=((b'a) a)
byL=(auUba(a’Ub)*abuUb?)*=(aub (ab*a)*b)*
c)L=a*b (ab*au ba*b )*

dyL=(aub)((aub)?)*

e)L=(aUba*b )@b)*b(aub)*

f) L=(b*a'b )(b*a’buab)*a?(aub)*

a)L=(abuabb)"
b)L=((ab*Ua*b)ab)"
c) L =(ab*auU baaba )*

a)S —»>aS|bc

b)S >aA|bA,A—>cAle

c)S—»>aS|bS|c

dS—>aS|bS|A A>cAle
e)S—>bA|aB,A—>bA|g,B—>aC|bC,C—>aC|bC]|b
fy S—>aA|bB,A—>aA|ba,B—>aB|bB|¢

a)S —» aS | baa

b)S —»>aS|baS|acS |e¢
c)S—>A|cbB,A—>aA|bcC,B—>bB|g, C—>cCle
dS—>aA,A—>aA|bB,B—>bC|aC,C—>bC|aC e
e)S >bA|abB,A—>bA|a,B—>aB|bB|e¢

S - abaS | bab$ | ¢



6.4.
6.5.
6.6.

6.7.
7.1.

7.2.

7.3.

TEORIA DE LA COMPUTACION

S > 101A,A—>0A ¢

S > abA|bC,A>aA|B|aC,B >bS|aD|e C—aA|bD,D—aA|abD |

a)L =(bb Uaab U baab )"
b)L=(ab)* (ab Uba)

¢)L =b* (baa Uba)
d)L=(aub(ba)a)(aub )*

e)L =(ab*auUb(b*a)*a)* ab”

fy L=(a’bUbauUbba*h)(aub )*b
g)L=(ab*aauUab*aba*b U b )ab*b

L=(bbubaub)(abuaaubb)*

a)S—a

b)S >aA|bA|a|b,A—>aA|bbA]a]|bb
c)S »>abA,A—>ccC,C—oaleA
dS—>alaA|blg, A>Db

e)S—ale

a)S—>AB|aA|ab|abB|aa,A—>aA|ab|abB|aa, B—> bA|BB

b)S—»>aB,B—»>aB|e

c)S >ABa|Aa|a|AA|AAA, A > ABa|Aa|a,B—> ABa|Aa|Ab

dS—alb

e)S—~aED|aD|Ea|a|b,D—>Eala|b,E—>Eala

fy S>DB|aE|b,B—>aB|bS|a,D—>b,E—>BEa|Ea|Dab

g S—»>alaA|Aa,A—aB,B—>al|Aa

h)S — aAb, A —» eeC, C — ae

i) S>bA A>DbA|a,D—>aA|b

j) S>AC|bC|Sb|a|b,A—>Sb|a,C—>SC|AC|bC|Sb|al|b

a)S>AB|C,C.|e,A—>C,B|BDy,B—>b,C;—>a,C;—>c, Dy > DA,
D, » BB

b)S - C,A|a|ACy,, A—> DiCy,,B—>b |AC,, Ca—>a, C, > b, Dy > CB

c)S—>C,A|BCs|b,A—>C,C|D4S,B—>D,Cy|a, C— AD3| SCp, C; — a,
Cb—)b, D1—)CbB, Dz—)BCa, D3—)CCa

dS—>a|DB,A—>C,S|CB|DAB—>CsS|b,C—CyB|CB|CC,
Ca—>a,Ch—>b,Ci—>c,Di—>CyA D> CC
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e)S > D:S|C.B|e A—>ACy|CCa|b,B - C.A|CsB|a, C— CD,|CaB,
Ca—>a, Cb—)b,D1—)ACb, Dz—)CaCb

f) S CoA|CuB|&, A—>CaB|D:iS|b, B C.A|D.S|a, C— DsC |BC,,
Ca—>a, Cb—)b,D1—>CbC, Dz—)CbA, D3—)SCa

74. a)S—>DC,, A>CD,,B—>f,C—>CCh Ci—a C—>b,Co—oe, Ch—h,
D1 —> CaA, D2 —> CbC

b)S—>C.,B|AC;,,A->CB,B—>CyB|b,C;—>a,C,h—Db
c)S > D:A|AA|a|C.A|BCy| DS | e, A— BCp|D2S, B— CyCa| CaCo,
C.—->aC,—>b,Di>AA D,—>C,B
7.5. No puede ser generada {C}
< [ o |
{sACH o [ B |
SACH o | B | o |
| {AC} | {sB} | {S,B} | {AC} | {AC} ]
b a a b b

7.6. No puede ser generada {A,B}
[ (s} [ {B}
| {AB} | @ |{AB}]
(st | B [ (s} | B} |
[ {AB}| (S} [{AB}| {S} |({AB}]
b a b a b

7.7. Sipuede ser generada {S,B}
[{S,B} [ {A} |
L sBy | A | (A |
| B} | (A [ (A} [(SB}|
| {SB} | {SA} | {SA} | {S,B} | {S.A} |
0 1 1 0 1

7.8. No puede ser generada {A}
Ay T A ]
LA LA oA
RN RYER
| {SA} | {SA} | (SA} | {SA} | {SA} ]
1 1 1 1 1
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7.9. No puede ser generada {A}
[ A [ (B} |
BEYEECEERENS
A [ B A @
[ {sAa| B [sA]| B | B |
a b a b b

7.10.a) Si {S,A,C} b) No %
| 8 | B} | | {s.C} | {s.A} |
Lac | iac | (A ] Liac ] B | (AGC ]
a a a a b a
c) No % d) Si (S}
o | o | | sAY ] 15,0 |
o ] o | | B} [1sAcH B |
[{s,c}{s.A}[{s,C} I (S.A}| sAl B | B} [is.c]
acH B [AacH B [iacH] | ) [Act ac | ac | B} |
a b a b a b a a a b
7.11. a) No {A,B} b) Si {S,D}
| o [{sDy] [ {sDy | B
o [ B | o] [ABY] {C} [{AB}]
| 8.} | {BC} | {SD} | {B.C} | | 8.0} | {30} | B.C} | {S.D} |
b b a b b a b a
c) No %) d) Si {S,D}
| o | o | {A} [{S,D}
ool o | LBy [ A ] ]
| o | o |ABY | © [aB @ | € |
{s.0}|{B.C}[{B.C} | B.C}{SD}|  [{S.D}|{B.C}|{S.D}|{S.D} |{B,C}]
a b b b a a b a a b

7.12. a)S - aSc|b|aScS |bS’, S c|cS
b)S > bS|a|bSS |aS’, S—a|ba|aS’ |baS’
c)S >cA|cAS,S—>a|b|aS |bS, A >a|aA, A —>alaA
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8.2.
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d)S —> aab | aabS’ | aA’ab | aA’abS’, S’ a|b | aS’ | bS’, A > a | aA,
A’ - ba|aba|abSa|baA’ | abaA’ | abS'aA’

e)S > 1AS’ [0S’ | 1A| 0, S’ — 1AS'AS’ | 0S'AS’ | 1AAS’ | 0AS’ | 1AS'A |
0S'A | 1AA | 0A, A > 1AS'S | 0S'S | 1AS | 0S | 1

f) S —> aAb | cSB | aAbS’ | cSBS’, S'— aAbS | cSBS | aAbS’S | cSBS'S |
aAbSS’ | cSBSS’ | aAbS’SS’ | cSBS'SS,
A —> bBA | baA, B - ac | aAbA | cSBA | aAbS’A | cSBS'A

g) S — babBA | abbBA | aBSBA | babA’BA | abbA'BA | aBSA'BA | b | aS,
A — bab | abb | aBS | babA’ | abbA’ | aBSA’, B —> ba | ab,
A’ - babBA|abbBA[aBSBA | babA'BA|abbA'BA[aBSA'BA | b | aS | babBAA’
| abbBAA’ | aBSBAA’ | babA'BAA’ | abbA'BAA’ | aBSA'BAA’ | bA’ | aSA

a)S —» aSc | bc

b)S—»>aSb|aS|a

c)S > aSb | aa

d)S —»aaSc|b

e)S —»>aSc|A A—>DbAc|e

fy S—>aSa|A A—->DbAc |

g)S —>AB,A—>aAb|g B—>cBd]|e

h)S > AB,A —>aAb|¢, B—>bBc|e¢

i) S—>aSb|aaSb | ¢

j) S—>AB,A—>aAb | B —>bBcc|e
kyS—>aSc|A|Bb|Cc,A—>aAb|aA|a,B—>aBb|Bb|¢, C—>Cc|B
) S—>AC|BD,A—>aAb|¢,B—>aB|g, C—>cClg, D—>bDc|e
m)S - AC|B,A—>aAb |Ab|b,B—>aBc|aB|aC,C —»>bC|e

n)S —->ABC,A—>aAb|e B —>bB|b,C—>bCc|e¢

0)S—>bSb|aSa|a|b|e

)

)

)L(G) = (auUb)*ab(ab Ub)"
b) L(G)=(aUab)((aUab )?*

)

)

)

)

vvvv

L(

L(
c)L(G)=(abuba)*(abuUaab)
d)LG)=((aUb)*)*.S—>aA|bA|e A—>aS|bS.
e)L(G)=a*(aub)b*(aub)*
f) L(G) = (( b*ab*)? )* U b*



8.3.

8.4.
9.1.

9.2.
9.3.

9.4.

TEORIA DE LA COMPUTACION

a) Palindromas de longitud par sobre £ ={a, b }

b) Palindromas de longitud impar sobre X ={a, b }

c) Cadenas No Palindromas sobre ¥ ={a, b }

d) Cadenas cuyos prefijos propios contienen mas as que bs.
e)L=(auUb)*a

fy L=(aUb*auUab*)"

a) LL(1), b) LL(2), ¢) LL(1), d) LL(2), e) LL(2)

a) 8(9o,a,e) = (do,A), 8(qo,b,A) = (q1,A), (q1,b,e) = (a1, €), 5(q1,C,A) = (02,¢),
8(92,¢,A) = (q2,¢), F = {qg}
b) 8(qO a,S) = (q0=AA)’ S(QO,b,A) = (CI1,8), 8(q']’b"A‘) = (Q1,8), F= {q1}

c) 8(qo,a,&) = (qo,A), 3(do,b,€) = (q1,€), 8(a1,¢,A) = (a1, &), F = {a:}
d) 8(do,a,e) = (do,A), 8(qo,b,A) = (a1,AA), 8(a1,b,e) = (a1,A), 8(a1,¢,A) = (qz2,¢),
8(dz,c,A) = (g2,¢), F = {qz}
e) 8(do,a,¢) = (q1,A), 8(g1,a,¢) = (qo,€), d(do,b,A) = (92,€), 8(d2,b,A) = (q2,¢),

F ={q2}
6(qO,a,Z) = (QO,A), S(QO’C’A) = (QO,A), S(QO,b,A) = (qO’B)’ 8(q0,a,B) = (Q1,8), F= {q1}

a) 8(qo,a,Z) = (9o,AZ), 5(qo,a,A) = (do,AA), 5(qo,b,A) = (g1,A), 5(d1,b,A) = (g1,A),
8(q1,a,A) = (92,¢), 6(92,a,A) = (dz,€), 8(dz,e,Z) = (ds,e), F = {qs}

b) 5(q0,a,Z) = (Qo,AZ), 5(do,a,A) = (do,AA), 5(do,b,A) = (a1,¢), 8(q1,b,A) = (q1,€),
8(q1,b,Z) = (g2,AZ), 5(qz,b,A) = (92,AA), 3(d2,a,A) = (93,¢), 8(ds,a,A) = (ga;e),
6(ds,e,Z) = (q4,€), F = {Qa}

¢) 8(do,a,Z) = (do,AZ), 5(do,a,A) = (do,AA), 5(do,b,A)= (q1,BA), 5(a1,b,B)= (q1,BB),
5(q1,a,B) = (92:¢), 8(92,2,B) = (d2,¢), 8(d2,b,A) = (qs,¢), 8(qs,b,A) = (gs,e),
8(d3,e,Z) = (q4.¢), F = {4}

d) 8(do,a,Z) = (do,AZ), 8(qo,a,A) = (do,AA), 5(do,b,A) = (q1,¢), 8(d1,b,A) = (q1,¢),
8(do,b,Z) = (q2,¢), 6(q1,b,Z) = (d2,€), F = {q2}
a) A(do,a,¢) = (do,A), A(do,&,€) = (d1,¢), A(Q1,b,A) = (a1,€), A(Q1,b,€) = (q2,¢),
A(d2,b,¢) = (g2,¢), A(a1,e,A) = (d3,¢), A(ds,e,A) = (93.¢), F = {q2,93}
b) A(qo,a,) = (do,A), A(do,&,A) = (do,€), A(Qo,b,A) = (d1,€), A(q1,b,A) = (q1,¢),
A(g1,e,A) = (91,€), F ={q0,q1}
c) A(do,a,e) = (do,A), A(do,b,A) = (q1,¢), A(Qo,b,€) = (a1,¢), A(Q1,b,A) = (q1,2),
A(g1,b,) = (q1,e), F ={qo,q1}
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d) A(do,a,€) = (9o,A), A(do,e,€) = (d1,€), A(Q1,b,A) = {(q1,8), (d2,€) },
A(dz,b,e) = {(a1,¢), (ds,€) }, A(as,b,e) = (a1,e), F = {a1}

e) A(do,a,e) = { (do,A), (d1,€) }, A(do,b,€) = {(q0,B),(a1,¢)}, A(1,b,B) = (a1,¢),
A(91,8,A) = (a1,¢), F ={q1}

f) A(qo,a,e) = (Qo,A), A(do,b,A) = (a1,e), A(Q1,a,A) = (a1,€), A(Q1,b,A) = (g1,¢),
A(qo,&,A) = (1,€), A(Q1,€,A) = (q1,€), F ={q0,q1}

9) A(Qo.a.e) = { (q0,A), (a1,€) }, A(do.b.€) = (Ao,A), A(q1,8,A) = (q1,8),
A(q1,b,A) = (a1,¢), Ag1,b.e) = (g2.¢), F ={qz}

h) A(do,a,e) = { (do,A), (a1, €) }, A(do,b,e) = {(q0,B), (a1,€) }, A(do,&,€) = (q1,8),
A(g1,a,A) = (q1,€), A(Q1,b,B) = (q1,£), A(q1,a,B) = (92,¢), A(g1,b,A) = (q2.8),
A(92,a,A) = (92,¢), A(d2,b,B) = (q2,¢), A(92,a,B) = (q2,¢), A(gz,b,A) = (g2,€)

a) A(do,a,2)=(q0,AZ), A(do,b,Z)=(q0,BZ), A(qo,a,A)=(do,AA),A(do,b,B)=(q0,BB),
A(do,a,B)= (d0,C), A(do,a,C)= (do,&), A(Go,b,C) = (d0,CB), A(qo,b,A) = (a1,¢),
A(d1,&,A) = (Qo.€), A(do.e,Z) = (q2,¢), F ={q2}

b) A(do,a,2)=(q0,AZ), A(do,b,Z)=(do,BZ), A(qo,a,A)=(qo,AA), A(qo,b,B)=(d0,BB),
A(90,8,B) = { (9o,€), (90,C) }, A(90,a,C) = (o), A(Qo,b,C) = (q0,CB),
A(do,b,A) = { (do,¢), (a1,€) }, A(d1,e,A) = (do.e), A(Qo,e,Z) = (a2,¢), F = {q2}

L=ab'aua

Las cadenas de L estan formadas por una subcadena que tiene la misma
cantidad de as que bs, pero que cada prefijo propio de esa subcadena siempre
tendra una cantidad mayor o igual de as que bs, adicionalmene, todas las
cadenas de L terminan con el sufijo bb.

wa: (o, abba, Z) - (qo, bba, AZ) - (qo, ba, Z) - (a1, &, AZ)

W2: (Go, abab, Z) - (qo, bab, AZ) - (qo, ab, Z) - (o, b, AZ) - (qo, &, £)

W3 (qo, abbb, Z) - (qo, bbb, AZ) - (qo, bb, Z) - (91,0,AZ) - (q1,b,2) - (92.&.)
a) A(o, & &) ={(a1, S) }, A(qr, &, S) = { (a1, aAA) },

A(a1, &, A) ={ (g1, @A), (g1, bS), (a1, )},
A(gs, @, a) = A(g1, b, b) = A(qq, ¢, c) ={(q1, ) }

b) A(Qo, &, €) = { (a1, S) }, A, &, S) = { (a1, abS), (g1, acSbb), (g1, ¢) },
A(Q1, @, @) = A(qq, b, b) = A(q1, ¢, c) = { (a1, &) }



9.10.

9.11.

9.12.
9.13.
9.14.
9.15.
9.16.
9.17.
9.18.
9.19.
9.20.

10.1.

TEORIA DE LA COMPUTACION

) A(Qo, €, €) ={ (a1, S) }, A(ax, &, S) = { (a1, aABB), (q1, bAA) }
A(a1, &, A) ={ (a1, aBB), (a1, bA) }, A(a1, &, B) ={(qs, bBB), (a1, a) },
A(g1, @, @) = A(qs, b, b) ={ (a1, &) }
a) 8(do, &, €) ={ (a1, S) }, (a1, &, €) = (Ga, €), 5(0as &, @) = (q1, €),
(g1, b, €) = (ab, €), 6(qb, €, b) = (a1, €), 5(q1, C, &) = (qe, &),
8(de, € C) = (q1, €), 6(Qa, &, S) = { (da, @AA) }, 5(0a, &, A) = { (da, aA) },
3(qb, € A) = {(ab, bS) }, 6(dc, &, A) ={ (Qe; C) }, 3(q1, $, €) = (02, €)
b) 3(do, €, €) = { (a1, S) }, (a1, &, €) = (da, €), (T, &, @) = (a1, &),
1, b, €) = (Ob, €), 8(qb, &, b) = (a1, €), 8(q1, C, €) = (qe, €),
e, € C) = (1, €), 8(0a; &, S) = {(qa, @A) }, 5(qb, &, A) ={ (b, bS) },
e, & A) = (qc, €Sbb) }, 8(q, €, S) = (e, €) }, (a1, $, €) = (a2, €)

do, & €) ={ (a1, S) }, (a1, &, €) = (Ga, €), 6(Qas &, @) = (q1, €),

q1, b, €) = (Ob, €), 3(qb, &, b) = (q1, €), 5(da, &, S) = { (da, AABB) },

Ja, & A) = {(da, aBB) }, 8(da, &, B) = {(da, @) }, 8(qb, &, S) = { (ab, bAA) },
8(Qb, €, A) = { (ab, bA) }, 3(qb, &, B) ={ (ab, bBB) }, (a1, $, €) = (2, )

a)S >aA|a,A—>bB,B>bB|a
b)S — aAS | bb, A > aAA | b

S—>aA A—b|aA
S > aAB|e A—bAC|aC,B—aS,C—b
S—>aAB|e A—>aAC|b,B->bS,C—>a

S > aAS|bBC,A > aAA|b,B—>b,C ¢
S—>aA|bB,A>aA|bA|a B—aB|bB|b

S > aAS|bB,A—>aAA|b,B>DbB|e

S >0AS|1B,A—>0A|1,B 0B ¢

S > aAC|e A—>DbAB|a B —a C—bS

S > c|aA|bA, A — aAa|aAb | bAb | bAa|ca|cb

a) 8(qo,0) = (90,0.R), 8(do.#) = (q1,#,L), 8(q1,a) = (q2.#L), 8(q1,b) = (g3, #.L),
6(q1=c) = (q4’#’|—)’ 6(q2=6) = (q2=G=L)’ S(CIZ,#) = (CIO,a,R), 8(C]3,G) = (q3,(')',|—),
6(q3=#) = (CIo,b,R), 6(q4=6) = (CI4,(')',L), 8(q4’#) = (Q5,#,R)
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b) 5(qo,a) = (a1,¢,R), 8(do,b) = (a2,d,R), 3(g1,0) = (d1,0,R), 5(92,6) = (92,6,R),
6(q1,#) = (q3,A,L), 8(qz2,#) = (as,B,L), 3(gs,a) = (ds,a,L), 8(qs,b) = (gs,b,L),
8(qs,A) = (g3,A,L), 6(q3,B) = (as,B,L), 5(g3,c) = (go,a,R), 6(q3,d) = (q0,b,R),
8(do,A) = (94,a,R), 8(q0,B) = (ds,b,R), 8(q4,A) = (q4,a,R), 8(q4,B) = (d4,b,R),
8(q4,#) = (0s,#,L), 8(95,0) = (95,0,L), 5(qs.#) = (g6, #,R), 5(q0.#) = (06, #.R)

c) 3(do,1) = (91,0,R), 3(qo,#) = (q11,#,L), 8(q1,1) = (q1,1,R), 8(91,#) = (91,#.R),
o(q1,#) = (g2#,L), 8(91,0) = (92,0,L), 8(92,1) = (93,0,L), 8(g3,1) = (g3, 1,L),
8(qs,#) = (qs,#,L), 6(93,0) = (qo.#,R), 8(do,#) = (q4,#,R), 5(ds,0) = (q4,0,R),
0(qa.#) = (gs,#,L), 5(s,0) = (gs,#,L), 8(95,1) = (gs,#,L), 3(95.#) = (ge.#.L),
6(9e,0) = (de,1,L), 5(qe,#) = (q11,#,R), 8(qz,#) = (a7,#,L), 5(d7,0) = (d7,0,L),
3(q7.#) = (gs,#,R), 6(qs,0) = (qs,#,R), 5(ds,1) = (9s.#.,R), 5(qs.#) = (0. #,R),
8(de,0) = (q9,1,R), 8(de,#) = (q10,#,L), 8(q10,1) = (q10,1,L), 5(q10,#) = (q11,#,R)

d) 5(qo,a) = (qo,a,R), 3(q0,#) = (q10,#,L), 5(do,b) = (91,b,R), 5(g1,b) = (q1,b,R),
8(q1,#) = (q10,#,L), 6(qo,C) = (92,¢,R), 8(q1,€) = (g2,¢,R), 5(q2,¢) = (d2,¢,R),
8(92#) = (qr0,#,L), 8(a1,a) = (as,b,L), 3(qs,b) = (q3,b,L), 5(gs,a) = (q4,a,R),
(03, #) = (q4,#,R), 8(ds,b) = (a1,a,R), 8(a2,a) = (gs,c,L), 5(gs,¢) = (gs.C,L),
8(gs,b) = (ge,b,R), 8(ge,C) = (qs,b,L), 8(as,a) = (a7,a,R), 5(gs.#) = (a7,.#.R),
8(07,€) = (d2,a,R), 8(q2,b) = (qs,c,L), 8(ds,c) = (gs,C,L), 5(qs,b) = (q9,b,R),
8(gs,a) = (qe,a,R), 8(ds,#) = (do,#,R), 5(d9,C) = (d2,b,R), 8(q10,6) = (q10,0,L),
3(q10,#) = (q11,#,R)

e) 8(do,b) = (q0,#,R), 8(q0,a) = (a1,#,R), 8(a1,a) = (a1,#,R), 8(q1,b) = (92.#,R),
8(d2,0) = (d2,0,R), 8(92,#) = (q3,1,L), 8(qs,0) = (qs,0,L), 5(qs,#) = (qo,#,R),
8(do,1) = (q4,1,L), 6(q0.#) = (95#.R), 8(q4,#) = (q5,#,R)

f) 8(qo0,1) = (91,#,R), 5(91,06) = (91,06,R), 8(q1,#) = (92,0,R), 3(g2#) = (q3,1,L),
8(g3,0) = (q3,0,L), 8(qs,#) = (qo.#,R), 5(90,0) = (q4,0,L), 8(q0,#) = (95.#,R),
6(q4,#) = (qs,#,R)

g) 8(do,a) = (91,#,R), 3(g1,b) = (92:#,R), 3(92,0) = (d2,0,R), 6(q2,#) = (qs,1,L),
8(ds,0) = (q3,0,L), 8(qs,#) = (qo,#,R), 8(qo,b) = (q4#,R), 8(q1,8) = (q4,#,R),
8(ds,0) = (d4,#,R), 6(d4,#) = (95,0,L), 5(qo,1) = (gs,1,L), 5(q5.#) = (g6,#,R)

Q4
10.2.  8(90,0) = (g2,1,R #) = (do,#,L), 8(do,1) = (q1,0,L), 5(91,1) = (91,0,L),
8(q1,0) = (92,1,R #) = (92,1,R), 8(02,0) = (92,0,R)
M) =

10.3.  3(qo.#) = (91,a,R = (Q2#,L), 8(g2,a) = (g2,a,L), 3(92.#) = (93.#.R),

), 8(q2
), 8(q1
), 8(q1
3(ds,a) = (94,0,R), 5(q4,a) = (q4,a,R), 6(q4,#) = (95#,R), 8(gs,a) = (95,a,R),
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3(qs,#) = (ge,a,L), 8(de,a) = (ge,a,L), 5(qe.#) = (ge.#,L), 5(0e,0) = (g3,a,R),
8(ds,#) = (qo.#,R), 5(qo,2) = (do,a,R)

8(qo,1) = (91,0,R), 8(q1,1) = (91,1,R), 5(q1,x) = (92,%,R), 8(92,1) = (93,0,R),
8(93,1) = (d3,1,R), 8(g3,=) = (43,=,R), (q3,#) = (94,1,L), 6(ds,1) = (94,1,L),
8(94,=) = (q4,=,L), 6(q4,0) = (92,0,R), 5(02,=) = (95,=,L), 8(95,0) = (gs,1,L),
8(9s,x) = (de,x,L), 8(96,1) = (ge,1,L), 5(ds,0) = (q0,1,R), (qo,x) = (q7,1,L),
8(a7,1) = (a7,1,L), 3(a7.#) = (9s.#,R), 8(9s,1) = (gs.#.R), 5(ds,=) = (90, #,R)

8(do,1) = (q0,1,R), 8(qo,#) = (q1,#,L), 8(a1,1) = (q2,x,L), 6(q1,#) = (q10.#,R),
8(92,1) = (as,x,R), 8(q3,x) = (d3,X,R), 8(qs,#) = (d2,X,L), 8(g2,X) = (q2,x,L),
8(q2.#) = (94,#,R), 8(d4,x) = (da,X,R), 8(q4,#) = (gs,#,L), 5(gs,X) = (de,1,L),
8(de,x) = (q7,1,L), 6(a7,X) = (9s,0,R), 5(qs,0) = (qs,0,R), 5(qs,1) = (ds,1,R),
3(qs,#) = (97,1,L), 8(97,0) = (97,0,L), 8(d7,1) = (q7,1,L), 8(q7.#) = (qe.#.R),

8(d9,0) = (d9,X,R), 8(d9,1) = (95,1,L), 8(de,#) = (d10,1,5)

8(9o,1) = (91,0,R), 8(qo,=) = (d3,=,R), 8(q1,1) = (91,1,R), 8(q1,=) = (91,=,R),
8(91,#) = (d2,1,L), 8(92,1) = (92,1,L), 6(dz2,=) = (92,=,L), (92, 0) = (00,0,R),
8(9s,1) = (9s3,1,R), 6(qs, #) = (g4,*,L), 6(ds,1) = (ds,1,L), 6(ds,=) = (qa,=,L),
8(94,0) = (qa,1,L), 8(q4,#) = (95#,R), (a5, 1) = (6. #,R), 6(de,1) = (q7,#.R),
8(de,=) = (a17,#,R), 8(q7,1) = (9s,0,R), 8(q7, =) = (q14, =,R), 8(de,1) = (qs,1,R),
8(9s,=) = (99,=,R), 8(09,1) = (910,0,R), 8(q9,*) = (g12,*,L), 5(d10,1)= (910,1,R),
3(910,*)= (q10,%,R), 8(q10.#) = (q11,1,L), 8(q11,1) = (q11,1,L), 8(q11,*) = (q11,%,L),
8(911,0)= (99,0,R), 6(q12,0) = (q12,1,L), 8(912,=) = (q13,=,L), 8(913,1) = (Q13,1,L),

8(d13,0)= (97,0,R), 8(q14,1)= (914,1,R), 8(q14,*) = (914,1,R), 8(q14,#) = (qu5,#,L),
8(q15,1) = (q1e,*,L), 6(q16,1)= (qQ16,1,L), 8(q16,=)= (q16,=,L), 8(q16,0)= (d16,1,L),
3(q16,#) = (6,#,R), 8(917,1)= (917,1,R), 8(917,*) = (q1s,#,L), 6(d1s,1)= (q18,1,L),
8(q1s,#) = (q19,#,R)

a) 8(qo,0) = (91,#,R), 6(q1,0) = (do,#.R), 5(q0.#) = (92,1,5)

b) 5(qo,a) = (q1,#,R), 8(do,b) = (q0,#,R), 8(a1,0) = (q1,#,R), 6(q1,#) = (92,1,S)

c) 3(qo,a) = (91,#,R), 5(q1,a) = (q0,#,R), 8(do,b) = (q2,#,R), 8(dz,b) = (do,#,R),
8(qo.#) = (03,1,5)

d) 6(qo,a) = (91,#,R), 3(q1,0) = (91,0,R), 3(q1,#) = (q2,#,L), 5(q2,b) = (gs,#,L),
8(q3,0) = (q3,0,L), 8(qs,#) = (qo.#.,R), 8(qo,b) = (94,#,R), 3(q4,b) = (94.#,R),
8(q4,#) = (d6,1,S), 8(q2,a) = (95.#,L), 5(gs,2) = (9s,#,L), 8(ds,#) = (d6,1,5)

279



280

JORGE EDUARDO CARRION V.

e) 8(do.a) = (91,#,R), 8(q1,0) = (a1,0,R), 8(q1,#) = (q3,#.L), 8(as,a) = (a5, #,L),
8(do,b) = (92,#,R), 8(d2,0) = (q2,0,R), 3(q2,#) = (94, #,L), 8(ds,b) = (qs,#,L),
8(gs,0) = (9s,0,L), 8(ds,#) = (Qo.#,R), 5(q0.#) = (q6,1,S), 8(q3.#) = (96,1,S),
5(q4,#) = (96,1,S)

f) 8(do,a) = (q1,#,R), 3(q1,0) = (91,0,R), 3(q+,#) = (qs,#,L), 5(qs,a) = (qs,#,L),
8(do,b) = (92,#,R), 8(d2,6) = (92,0,R), 8(q2,#) = (q4,#,L), 8(da,b) = (as,#,L),
8(gs,0) = (gs,0,L), 8(as,#) = (Qo.#.R), 8(ds,@) = (qe,#,L), 8(q3,b) = (qe.#,L),
8(de,0) = (de,#,L), 8(de.#) = (47,1,5)

g) 8(do,a) = (91,#,R), 3(g1,a) = (91,a,R), 6(q1,b) = (q1,b,R), 8(q1,¢) = (93,¢,R),
8(g3,a) = (gs,d,L), 8(q3,d) = (q3,d,R), 8(qo,b) = (a2,#,R), 8(q2,2) = (92,a,R),
8(dz,b) = (qz2,b,R), 5(92,¢) = (qs,¢,R), 8(q4,b) = (gs,d,L), 5(g5,d) = (95,d,R),
8(gs,0) = (gs,0,L), 8(as,#) = (9. #,R), 5(qo,C) = (96,#,R), 5(ge,d) = (ge.#,R),
8(ge.#) = (47,1,S)

h) 8(go,b) = (q1,#,R), 3(do,C) = (a1,#,R), 5(g1,0) = (q1,0,R), 5(q1,#) = (g2,#.L),
8(02,a) = (qs,#,L), (dz2,c) = (q3,#,L), 8(qs,0) = (q3,0,L), 5(ds3,#) = (q0.#.R),
8(qo.#) = (04,1,S)

i) 8(qo,a) = (91,d,L), 5(qo,b) = (qo,b,R), 8(do,C) = (qo,C,R), 3(qo,d) = (q0,d,R),
8(q1,0) = (aq1,0,L), 6(q1,#) = (92,#,R), 8(q2,a) = (92,a,R), 5(92,b) = (93,d,L),
8(d2,¢) = (92,¢,R), 5(92,d) = (92,d,R),3(gs,0) = (ds,0,L), 8(ds,#) = (94, #,R),
6(ds,a) = (94,a,R), 5(q4,b) = (94,b,R), 5(qs,c) = (g5,d,L), 3(g4,d) = (g4,d,R),
8(gs,0) = (9s,0,L), 8(qs.#) = (q0.#.R), 6(qo,#) = (qs,#,L), 6(06,d) = (ge.#,L),
8(ge.#) = (47,1,S)

j) d(gq0.a) = (q1,#,R), 5(q1,0) =
8(q3,b) = (q4,#,L), 8(qs,0) =
k) 5(do,a) = (91,#,R), 3(q1,a) =
3(dz,¢) = (92,¢,R), 8(q2,a) =
3(qs,a) = (g1,#,R), (q4,b) =
3(ds,C) = (9e,C,R), 3(ge,b) =

—
—

a1,0,R), 8(q1,#) = (q2.#,L), 8(a2,b) = (a3, #,L),
Qa,0,L), 3(da,#) = (Qo.#.R), 3(qo.#) = (05,1,S)
a1,a,R), 8(q1,b) = (g2,b,R), 5(92,b) = (92,b,R),
gs,C,L), 6(q3,0) = (93,0,L), 8(q3.#) = (q4.#,R),
gs,#,R), 8(qs,b) = (gs,b,R), 5(gs,¢) = (gs,C.R),
q7,#,L), 6(q7,0) = (q7,0.L), 8(a7.#) = (qs.#.R),
8(qs,b) = (95,#,R), 6(gs,C) = (99,C,R), 8(qs,C) = (qe,C,R), 8(de,#) = (d10,1,5)
) 6(qo,@) = (a1,b,R), d(ar,a) = (92,a,L), 8(qz,¢) = (gz,¢,L), 5(d2,b) = (gs,c,R),
8(gs,c) = (q3,¢,R), 8(qs,a) = (dz2,c,L), 8(a2,#) = (q1,#,R), 8(q1,c) = (q1,b,R),
8(91,#) = (da,#,L), 5(qs,b) = (qs,#,L), 3(94,#) = (05,1,S)

—
—

—
—
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10.9.

10.10.

10.11.

10.12.

10.13.
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6(d0,(0,0,#)) = (90,(0,0,0),L), 5(q0,(1,0,#)) = (do,(1,0,1),L),

6(d0,(0,1,#)) = (91,(0,1,1),L), 5(q0,(1,1,#)) = (do,(1,1,0),L),

6(q1,(0,0,#)) = (91,(0,0,1),L), 5(91,(1,0,#)) = (d0,(1,0,0),L),

6(q+,(0,1,#)) = (91,(0,1,0),L), 6(91,(1,1,#)) = (a+,(1,1,1),L),

8(do,(##.#)) = (92,(#.#.#),R)

8(do,(a,#)) = (a1,(a,x),R), 8(q1,(a#)) = (a1,(a,#),R), 8(a1,(b,#)) = (a1,(b,#),R),
8(q1,(c,#)) = (a3,(c.#),R), 8(q3,(c.y)) = (as,(c.y),R), 6(as.(a,#)) = (gs,(a,y).L),

8(do,(b,#)) = (92,(b,X),R), 8(q2,(a,#)) = (q92,(a,#),R), 5(q2,(b,#)) = (q2,(b,#),R),
8(d2,(c,#)) = (q4,(c.#),R), 8(q4,(c.y)) = (da,(c,y),R), 6(a4,(b,#)) = (as,(b.y),L),
8(ds,(c.y)) = (ds,(o,y).L), 3(ds,(0,#)) = (gs,(c.#),L), 5(gs,(c,X)) = (qo,(c,X),R),
8(do,(c,#)) = (gs,(c.#),R), 8(ds,(c.y)) = (d6.(0,Y),R), 6(qe,(#.#)) = (a7,(#.#),5)

8(do,(c,#)) = (a1,(o,X),R), 8(q1,(c.,#)) = (a1,(c,#),R), 6(q2,(#.#)) = (gs,(#.#),L),
6(d3,(c,#)) = (da,(0,X),L), 3(qs,(0,#)) = (ga,(c.#),L), 5(d4,(c,X)) = (qo,(c,X),R),
8(do,(0.,X)) = (ds,(0,y).L), 8(ds,(0,X)) = (gs,(c.#),L), 5(as,(#.#)) = (d6,(#.#),R),
8(ds,(a,#)) = (a7,(a,x),R), 8(a7,(c.,#)) = (a7,(c,#),R), 8(a7,(c.y)) = (a7,(c,y),R),

6(q6v(b!#)) = (qS’(b’X)’R)’ 5(‘18,(0,#)) = (qu(G’#)’R)’ 5(‘18,(0',3/)) = (qu(G’y)’R)’

6(q7v(aix)) = (QQ,(a,y),L), S(Q&(b’x)) = (QQ,(b,y),L), 8(q91(0-’y)) = (QQ,(G,y),L),

S(QQ,(G,#)) = (QQ,(O',#),L), S(QQ,(O',X)) = (qG’(G’X)’R)’ S(QG,(O’,y)) = (Cho,(O',y),R),

6(q10’(0-’y)) = (q10’(6’y)’R)’ S(Qm,(#,#)) = (Q11,(#,#),S)

6(qu(cv #)) = (qu(G1 G)!(R’ R))’ 8(q0’(#v #)) = (q‘l’(#’ #)’(S’ L)),
6(q1,(#! G)) = (q‘lv(#! G)!(S! L))’ 8(q1v(#1 #)) = (q2!(#7 #)’(L’ R)):
S(QQ,(G, G)) = (Q3,(G, G)’(L’ R))’ S(Q3,(G, G)) = (Q2,(G, G)’(L’ R))’

6(q2,(#’ #)) = (q4’(#! #)!(R’ S))

6(qo,(a’ #)) = (QO’(a1 a)’(R’ R))’ 8(q()!(b’ #)) = (qO!(b’ #)7(R’ S))7
6(qo,(#’ #)) = (q‘h(#! #)’(L’ L))’ 8(Q1’(b, a)) = (Q‘]’(b’ #)’(L! L))’
6(q1,(a’ a) = (Q1,(a, a)’(L’ S))’ 5(Q1,(a’ #)) = (Q1,(a, #)’(L’ S)),

6(q1,(#’ #)) = (qZ’(#! #)!(R’ S))

8(qo,(o, #)) = (qo.(0, 0).(R, R)), 8(qo,(#, #)) = (q1.(#, #),(S, L)),
8(a1,(#, 0)) = (q1,(#, 0),(S, L)), 8(ar,(#, #)) = (q2,(#, #),(S, R)),
8(02,(#, 0)) = (92,(0, 0).(R, R)), 8(q2,(#, #)) = (qa,(#, #),(L, S)),
8(q3,(c, #)) = (ga,(o, #),(L, S)), 8(qs,(#, #)) = (aa,(#, #),(R, S))

281



JORGE EDUARDO CARRION V.

10.14. a) 5(qo,0) = (q1,0,L), 8(qo.#) = (91,#,L), 5(91,0) = (q1,0,L), 3(q1.#) = (92.4.R),
8(92,0) = (ds,o,L), 5(92#) = (gs,#.L)

b) 8(do,5) = (a1,6,R), (do.#) = (41,#,R), 6(d1,6) = (a2,0,L), 8(a1,#) = (q1,#,R),
8(02,6) = (ds,0,R), 8(q2,#) = (q3,#,R)

10.15. &) o
RE +#R-T »#RE=3, 4R 41
b) o

RE R I=h, ypo=b Wp” # 4

C) Oh Oa On

w#R-O=Ap yRO=b up” # g

'j]' a h o

— w3RO=b, g O=b ypo=a LT # oy

o) ,-*“'_“\J f) s _)
»R-=—LoR R,—*R;——*1L,R0
[/ /

L#L, L.

s >
_..Ri.. i — RI: Rd'i.'d
1': l#,t;-sn

w7 Ja LR (j#
#k—n L—»#RLn

11.1. a)S —»aSBC |bDC;D - bDC |EC,E » EC |¢, CB - BC, aB — ab,
bB — bb, bC — bc, cC — cc.

b) S - aSBCD | ¢, DB — BD, DC — CD, CB — BC, aB — ab, bB — bb,
bC — bc,cC —>cc,cD — cd,dD — dd.
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c) S — [E], E > ABECD | ¢, BA—- AB, DC —» CD, [A —» a, aA — aa,
aB — ab, bB —» bb, D] - b, Db — bb, Cb — ab, Ca — aa.

dS—>J[a,Dl—>],]1—>¢[—I[D,[—> ¢ Da— aaaD.

e) S —> MN], ] - Aa] | Bb], aA —» Aa, aB —» Ba, bA —- Ab, bB - Bb, M — ¢,
NA — AaN, NB — BbN, MA —» aM, MB - bM, N —» ¢, ] — «.

11.2. 8(qo,@) = (a1,a,R), 8(qo,b) = (qo,b,R), 8(q1,a) = (a1,a,R), 8(q1,b) = (qo,b,R),
8(do,#) = (qr.#,S), 6(q1,#) = (9a.#,S).

11.3.  3(qo.a) = (q1,a,R), 3(q1,b) = (g2,b,R), 8(qz2,a) = (91,a,R), 8(a2,#) = (9a.#.S),
8(do,b) = (ar,b,S), 8(a1,a) = (Ar,a,S), 5(92,b) = (qr,b,S).

11.4. 8(q0’,(a#)) = (90,(a,2),(S,S)), 8(q0’,(b.#)) = (qo,(b,2),(S,S)),
8(do.(a,2)) = (p,(a,£),(S,R)), 8(q0,(b,2)) = (p.(b,2),(S,R)),
8(do.(a,A)) = (p.(,A),(S,R)), 8(qo,(b,B)) = (p,(0,B).(S,R)),
3(p.(a,#)) = (q0,(a,A),(R,S)), 8(p.(a.#)) = (qo,(b,B).(R,S)),
8(qo,(a,B)) = (qo.(a,#),(R,L)), 8(qo,(b.A)) = (do,(b.#),(R,L)),
8(do,(#.2)) = (aa,(#.#).(S.3))-

11.5. S —>[A A—- xA|Ax|#A | A# | gs, Xg1 — goa, Xgz2 — dob, Xgo — g1a | gzb,
Qax# — XQo#, Qz## > #qQot, # > ¢, [Qo > ¢
S = [A = [XA = [XXA = [XXXA = [XXXXA = [XXXXXA = [XXXXXAX =
[XXXXXAXH = [XXXXXQaXH# = [XXXXXXQo# = [XXXXXq1a# = [XXXXqoaa# =
[xxxqgzbaa# = [xxqobbaa# = [xqiabbaa# = [qpaabbaa# = aabbaa

12.3. a) Si, b) Si, ¢) No, d) No, €) No, f) Si. g) No, h) Si, i) No.

12.4. a)i1 =1,i2=2, i3=1,b)NO,C)i1 =1,i2=3, i3=2, i4=2,d)i1 =3, i2=1,e)No,
f)No, g)it=1,i2=2,i3=1,is =3, h)No, i) i1 =1, i» =4, i3 = 2, j) No, k) No.
12.5. a)i1 =1,i2=2, i3=3, i4=1,b)NO,C) i1 =1,i2=3, i3=2, i4=4, i5=4, i6=3,
d) No.
13.1. a)7% (3,5)=3;0(3) =4
b)o (4)=5;n'1(5)=5
c) &() = 0; o(0) = 1
d) 7°(5,6,2) = (); &() = 0; o(0) = 1

13.2. fy g no estan bien definidas, h y k si lo estan.
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13.3.  a) 1 x 1°1(4, 2, 5) = (°2(4, 2, 5), n°1(4, 2, 5)) = (2, 4)
b) 1 x n°2(4, 2, 5) = (1°1(4, 2, 5), n°2(4, 2, 5)) = (4, 2)
c) (oo’ ) x (Con’)4,2,5)=(co0n(4,2,5), o4, 2,5)) = (3, 0)
d) ((com? ) xn? ) (4,6)=((oon%)(4,6)xn%(4,6))=(7,4), luego
%2 x (§ o m20) X (0 0 & 0 W22)(7,4) = (1%2(7,4), C o 1%0(7,4), 6 0 6 0 n(7,4)) =
(4,0, 6)

13.4. a)f(2,3,4)=1% x5 x K% (2,3,4)=(3, 4, 7)
b) 9(2,3) = 1% x 1% x K% (2,3) = (3, 3, 9)
c)h(2,3,4)=K> x1% (2,3,4)=(7, 2)

13.5. a) Mas(x, 0) = n'1(x), Mas(x, y+1) = o o t3(X, y, Mas(x, y))
b) Mult(x, 0) = K'o(x), Mult(x, y+1) = Mas o ( °1 x 7% )(x, y, Mult(x, y))
c) Exp(x, 0) = K'4(x), Exp(x, y+1) = Mult o ( >4 x 73 )(X, Y, EXp(X, y))

13.6. Caso base: A(1,0) = A(0,1) =1 + 1 =2, Si es cierto para z = n, entonces es
cierto para z = n+1: A(1,n+1) = A(0,A(1,n)) = A(0,n+2) = (n+2)+1 = (n+1)+2.

14.1. Parang =2y c =6 se verifica que f(n) < cg(n), para no < n.
14.2. Tm(n)=n+2, Tp(n) = (3n+4)/2
14.4.  a) O(n?), b) O(n? In n), ¢) O(n?), d) O(n!), e) O(n?).
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